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POUSSÉE DES TERRES : 


RECHERCHE DES LOIS GÉNÉRALES DE L'ÉTAT ÉBOULEUX 
PRODUIT 
DANS UN MASSIF DE SABLE PAR DES DÉFORMATIONS PLANES, 
PARALLÈLES A UN PLAN VERTICAL; 


Par M. J. BOUSSINESQ. 


SS 1 a 
SOMMAIRE. — I. Cas d’un massif pesant, à profil supérieur rectiligne : équations aux 
dérivées partielles de l’équilibre-limite. — Hypothéses fondamentales de la Mécanique 
des masses pulvérulentes (Note). — II. Equations pouvant permettre la déter- 
mination préalable de l’azimut des pressions principales. — III. Cas particulièrement 
simple d’état ébouleux, et de poussée des terres, traité par Macquorn-Rankine et 
Maurice Lévy. — IV. Recherche, pour les massifs et les murs à profil rectiligne, des 


solutions du problème de la poussée voisines de celle de Rankine et Maurice Lévy. — 
V. Cas d’un mur à plus grand fruit intérieur que n’est celui de la solution Rankine- 
Lévy. — VI. Cas d’un mur à fruit intérieur plus modéré, ou même d’un mur surplom- 
bant le massif. — VII. Introduction théorique de certains massifs, hétérogènes quant 
a langle de frottement intérieur, mais dont l’état ébouleux se calcule aisément, pour 
estimer par défaut et par excès la poussée-limite du massif homogène proposé. — 
VIII. Solution pratique du problème de l’équilibre-limite, pour la masse sablonneuse 
que soutient d'un côté une paroi mince, mobile autour d’une de ses horizontales et 
maintenue, par exemple, au moyen d’un fil de tension connue. — IX. Rappel som- 


-maire d'assez nombreuses vérifications expérimentales de la théorie. — X. Sur le prin- 


cipe de maximum dû à Coulomb et sur son utilisation pour un calcul approché de la 
poussée-limite, dans l'hypothèse d'une forme plane de la surface de rupture. 


I. — Cas d'un massif pesant, à profil supérieur rectiligne : 
équations aux dérivées partielles de l’équilibre-limite. 


1. Lorsqu'une masse pulvérulente moyennement homogène, telle 


qu’un amas de sable ou de terre sablonneuse soutenu d’un côté par un 


Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV. — JANVIER 1917. 1 
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mur, et d’une épaisseur verticale assez modérée pour garder une 
densité à peu près constante, éprouve, par suite d'un commençement 
d’ébranlement du mur, ce genre de rupture qui lui est propre et qu on 
appelle éboulement, les glissements mutuels de ses couches ou, plutôt 
(ce qui en est corrélatif), les deux dilatations principales extremes, 
l’une positive, l’autre, négative et sensiblement pareille, de ses petits 
agrégats de grains de sable, atteignent, à partir de l’état isotrdpe ou 
l’agrégat, pour même densité, ne serait soumis en tous sens qu'à sa 
pression moyenne, une certaine grandeur (limite d’élasticité), grandeur 
qu’on peut qualifier de dangereuse en ce sens qu’elle amène l’équilibre- 
limite ou extrème dit état ébouleux. Or cet état se produit autant dans 
les parties du massif sablonneux non chargées, ou superficielles, que 
dans les parties plus chargées et profondes. Car les déformations des 
agrégats éncohérents, même non dangereuses ou élastiques, paraissent 
y dépendre uniquement des rapports des pressions mutuelles s’exergant 
en divers sens, ou, autrement dit, du rapport de la demi-différence 
des deux forces principales extrêmes P,, P, (toujours négatives ou 
consistant en pressions proprement dites) à leur moyenne arithmé- 


tique, dont la valeur absolue p = — ~(P, + P,) est aussi, dans le cas 


simple (auquel on se borne) des déformations planes, la valeur absolue 

de la force principale intermédiaire normale aux deux autres, ou au 

plan des déformations, et constitue, par conséquent, ce qu’on appelle 
Ë 6 2 ? . 1 

la pression moyenne exercée sur l’agrégat (' ). 


(1) Hypothèses fondamentales de la Mécanique des masses pulvérulentes. — Quelques 
explications me semblent ici nécessaires, sur les hypothèses fondamentales de la Mécanique 
des masses pulvérulentes comme est notamment un tas de sable. Ces hypothèses me 
paraissent être les suivantes. 


1° Il existe pour chaque particule d'un tel massif (composée d’une multitude de grains 
sablonneux), du moins quand on la conçoit isolée de ses voisines, un état naturel dans 
lequel aucun action ne s'exerce entre ses grains, chacun n'étant alors soumis qu'à la 
pression atmosphérique, mais uniquement pour son propre compte ou sans action des 
grains entre eux. 

2° La particule peut éprouver, à partir de cet état naturel, d’invisibles contractions 
d'ensemble, moyennement pareilles en tous sens, capables d’y produire entre les grains, 
à travers tous les éléments plans menés à son intérieur (mais localement et invisiblement 
déviés de manière à ne pas couper les grains), et par unité d’aire de ces éléments plans, 
une pression normale commune p, que nous appellerons sa pression moyenne. Les grains 
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On peut admettre comme vraisemblable que, dès le commencement 
92 . . . —* 
de l’ébranlement du mur, la rupture atteindra, à la fois ou presque à la 


te nn 
seront, d'ailleurs, assez peu compressibles, pour que la compression cubique (ou dila- 
tation cubique négative) de la particule, correspondant à cette pression p, échappe à nos 
mesures et soil regardée comme négligeable dans les caleuls que l’on a ordinairement 
en vue. 

3° La particule comporte, en outre, de petites déformations d'ensemble beaucoup plus 
sensibles ne modifiant pas (en moyenne) sa densité, réductibles à trois dilatations (ou 
contractions) principales 0;, 02, d3 suivant trois directions rectangulaires, dilatations 
corrélatives à des roulements limités des grains les uns devant les autres et à l'existence, 
sur les éléments plans de la particule respectivement perpendiculaires à ces directions, de 
trois pressions principales Pi, Pa, P3, censées positives ou complées positivement (en 
raison d’une habitude des mécaniciens géomètres) quand ce sont des tractions, mais, en 
réalité, toujours négatives, ou pressions proprement dites, dans les milieux sans cohésion 
considérés. 

Par suite, et d’après les lois générales, bien connues, des pressions dans tous les corps, 
la moyenne arithmétique de ces trois forces principales P,, P2, P; n’est autre que la pres- 
sion moyenne même p, changée de signe; en sorte que les déformations wn peu sensibles 
dont il s’agit, qui modifient la figure, mais non d’une manière appréciable le volume, de 
la particule, paraissent y inégaliser les trois pressions principales P;, Ps, P; sans changer 
leur moyenne — p. Il leur correspond assurément des déformations des grains inégales 
dans les divers sens et véritablement productrices des différences Pi — P2, P2— Ps, mais 
invisibles comme la contraction cubique à laquelle est dû p. 

4° Le massif pulvérulent, à grains sans actions mutuelles quand s’annulent — P;, — Pa, 
— Ps et leur moyenne p, acquiert au contraire, dès que cette pression p devient positive, 
une rigidité, ou une résistance au glissement mutuel moyen des couches contiguës, 
proportionnelle à p; ce qui revient à dire, comme on sait, que le rapport des différences 
Pi—P>, P;—P; des pressions principales aux doubles différences correspondantes, 
2(d1— 02), 2(02— d3), des dilatations admet une expression commune mp, où m désigne 
un coefficient wique, caractérisant la matière pulvérulente considérée, prise à son degré 
effectif de tassement. 

5° Si chaque particule, à part, comporte, pour la densité qu’elle a, un état naturel où 
s’annulent P,, P>, P; avec leur moyenne —p, ainsi que les déformations 04, d2, 3, et à 
partir duquel 0;, 02, d, restent insensibles, quel que devienne p, pourvu que Pi, Ps, Ps 
conservent leur égalité, il n’en est généralement pas de même d’un massif entier, qu'on 


forme d'ordinaire en déposant et superposant peu à peu, en un même endroit, des couches 


sablonneuses ou terreuses qui se lassent à mesure et irrégulièrement sous leur propre 
poids ou sous leur choc; en sorte que des particules contigués ainsi déformées, si on 
les portait à l’état naturel en les isolant, prendraient des figures incapables de se juxta- 
poser ensuite ou de constituer un massif d'apparence continue. 

6° Toutefois, quand il s’agit, comme ici, d'étudier des déformations planes, où toutes 
les couches minces parallèles au plan vertical des xy sont déformées de même en restant 
dans leurs plans respectifs, il convient d'admettre aussi, à titre d’hypothèse la plus simple 
et la première à examiner, que chaque particule de ces couches a perdu son état naturel 
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fois, sur toute la profondeur et sur l'épaisseur du massif, un volume 
considérable de matière pulvérulente, contrairement à ce qui arriverait 


Se ee EE eee 


par des déformations analogues, ou sans sortir de son plan, et pareilles pour toutes les 
particules juxtaposées suivant une normale a ce plan. Par suite, si l’on amenait une telle 
particule, en l’isolant de ces voisines, à son état naturel, puis de cet état à celui qui est 
effectivement le sien, ces changements se feraient par de pareilles déformations la laissant 
dans son plan et déplaçant de la même manière, dans leurs plans respectifs parallèles, les 
particules alignées en file perpendiculaire 4 ces plans. 

Ceux-ci seraient dès lors, pour les phénomènes étudiés, des plans de symétrie sur lesquels 
s'exercerait une pression principale, que nous supposerons être P;; et, de plus, à partir 
de l’état naturel, la dilatation correspondante d, serait nulle. La densité n’ayant guère 
changé, ou la dilatation cubique, qui est seusiblement di + 02+ 03, se réduisant à zéro 
environ, on aurait done d, + d, = 0, c’est-à-dire une valeur positive pour 0,, par exemple, 
et, à très peu près, la valeur négative contraire pour 0». Dès lors, la double égalité 


(a) Pilon Vere frat ho) 
2(04— de) 2(d2— 03) 
prend (vu d3 = 0 et 05 =— 0, ) la forme 
P,—P, Pi Ps 
(B) ey = aay = mp 


et donne 
P,—P.= 2(P3— P2) ou Py = ~(Py+ Py). 


Done la pression moyenne p, ou — 3 (Pt + P.+ P:). devient 


3 
— 3 Si Pa) = — 2 (Pi Pe) = — Ps. 


Ainsi, la troisième pression principale P3, celle qui est normale au plan des déformations, 
égale bien, au moins dans l'hypothèse la plus naturelle (par laquelle il convient de 
commencer), la moyenne arithmétique des deux premières, et représente, au signe près, 
la pression moyenne p. 


7° Enfin, les équations (8) donnent, en y remplaçant p par — x (Pi + Po) 
2 L) 


P,— Py 
Po + Py 


(y) =2m d4. 

Cette relation, où P; et P; sont négatifs, signifie, d’après les formules générales des pres- 
sions dans tous les corps, que, si l’on considère l'élément plan de la particule sur lequel 
s'exerce la pression la plus oblique, ou pour lequel est maximum le rapport de la compo- 
sante tangentielle & de la pression à sa composante normale (— 9b), cet élément super- 
ficiel 4 sa propre normale dans le plan des déformations (c’est-à-dire des deux dilatations 
principales extrémes 0,, d2), où se trouve aussi la pression la plus oblique, et que l’angle de 
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pour un massif pourvu de cohésion, où des forces élastiques notables 
seraient toujours nécessaires pour amener des déformations percep- 


SS eS ee Se ee ee ee ee 1 


Ps — Py 


: ; 6 > 
ces deux droites (normale et pression), dont la tangente est ———;, a pour sinus CEE pe 
. ~ 1 


(— %) 
c’est-à-dire 2m d1. 

Or l’analogie, d’une part, des deux couches sablonneuses en contact que sépare cet élé- 
ment superficiel, avec deux solides tendant à glisser l’un contre l’autre, et, d'autre part, 
de la composante tangentielle G au frottement mutuel de pareils solides sous une pression 
normale (— IG), porte à leur étendre la loi usuelle du frottement des solides, d’après 
laquelle le rapport de & à (— DL) ne saurait dépasser le coefficient du frottement mutuel 
des corps, ou la tangente de leur angle o de frottement, sans amener entre eux un gilis— 
sement effectif ou fini, c'est-à-dire, ici, celte instabilité du mode d’agrégation des grains 
de sable, ou de la contexture des particules, qu’on appelle l’état ébouleux du massif. 

Done le produit 20, atteindra tout au plus la valeur sing et rendra dès lors immi- 
nénte la désagrégation de la particule, par glissement mutuel fini des couches que sépare 
l'élément plan supportant la pression la plus oblique. 

Autrement dit, la dilatation principale positive 0, comporte, pour chaque espèce de 
matière pulvérulente, une limite supérieure À, exprimée par la formule 


: _ sing 
(Tr). =) 
et qu'on peut appeler la limite d’élasticité de cette matière pulvérulente; car elle est 
analogue à la limite d’élasticité d’un solide. 

On déduit aisément de là que l’angle 9 de frottement intérieur est aussi l'angle de terre 
coulante, savoir, le plus grand que puisse faire avec l’horizon, à l’état de repos ou sans 
s’ébouler, la surface libre d’un talus plan indéfini de la matière considérée, se soutenant 
sous son propre poids. 

Ici, dans la particule sablonneuse de densité donnée, c’est-à-dire tassée jusqu’à un 
certain point ou parvenue à une homogénéité et une isotropie moyennes la rendant désor- 
‘ mais beaucoup plus déformable que compressible, je me suis contenté d'admettre, à titre 
de postulatum fondamental, une rigidité proportionnelle à la pression moyenne Pp. Mais, 
en ne craignant pas d’entrer dans quelques détails, il serait préférable de supposer déve- 
loppables par la formule de Mac-Laurin, en séries rapidement convergentes, les pressions 
principales P1, Pz, P;, fonctions des dilatations également principales 01, 02, 03 (comptées 
maintenant à partir de l’état naturel). On obtiendrait ainsi : 


1° D’une part, la pression moyenne p, jusqu’aux termes du second degré inclusivement, 
sous la forme 


(8) p = 40 + 502+ c[(d2— 03)? + (03— 04)? + (01 — 02)? ], 
où 6 désigne la dilatation cubique 1 À 
(1+ di (1+ 02) (1 + 03) — [= Oya 02 t= Og d903 + 0304+ 01023 


car la parité d'expression de p en à, 02 et à, n'y permettrait que trois termes, 
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tibles, surtout des déformations dangereuses, et où, par suite, la 
rupture n’atteindrait immédiatement que la région la plus chargée, 
mais principalement /a plus tirée. 

UE ee 


respectivement en di + di + ds, d?+02+ 0%, J2d3+ d3d1 + 0402 et, par suite, trois coef- 
ficients distinels, comme sont a, b et c; 

2° D'autre part, les trois différences (actions déformatrices) Pa — P3, P3— Pi, Pi — Po, 
jusqu'aux termes du troisième degré inclusivement, ou, ce qui revient au même, jusqu'aux 
termes du second degré leurs rapports aux déformations correspondantes d3— d3, d3-— di, 
d,—d,. En effet, la première, par exemple, P,— P;, censée exprimée au moyen de 
di, 02 + d3 et do — d3, change visiblement de signe avec d, — d3, ou en est fonction émpaire 
et se trouve divisible par cette dernière variable. Le rapport correspondant, pareil 
en d et 3, ne comporte dès lors que les six termes en ds + 03, 04, 03 + 0%, dods, 
(d2 + 03) 01, d?, ou sir coefficients distincts, et peut s’écrire 


a’ + b'O2+ c'[(de — d3)2 + (03 — 04)? + (04 — 02)? ] + ("+ 60) 044+ c'd7. 
Les deux autres rapports s’en déduisant, il vient en tout la formule triple 


Na P,— P PP P;,—P 0 ! 1 

Os (S52 To.” s=x) = QO DORE (Oa 2 SE MERE 
d 
Le 


(a+ 86) (D1, das a) + 6 (03, 08, 


Mais l'annulation identique de la somme des trois différences Ps— Ps, P3— P;, P, — P, 
oblige d’abord à poser 


(8") C= 0. 


Puis le fait que des déformations quelconques d:— 03, D3— di, di — de se produisent 
parfois sans amener aucune pression sensible dans la particule pulvérulente, quand la 
contraction cubique — 0 est assez faible par rapport à di, d2, ds, prouve que, dans ces 
circonstances où 0? et même les produits de 4 par di, de, d3 sont négligeables devant 6, 
les formules (6) et (6’) deviennent 


a9 + ¢ [(d2— 03)®+ (03 — 01)? + (di — d2)*] = 0, 
a'§ + c'[(d2— 03)? + (J3— 04 P+ (04 —d2)?] a’ toes > ds) = 0; 
ce qui oblige à poser, outre (6”), 


x, 
= une même constante 2m. 


U 


Le 


(3”) Ie. mu es 
a 


o| 


Dès lors, les phénomènes étudiés dans le présent Mémoire se faisant toujours sans 
contractions cubiques (—-0) qui soient comparables à 41, ds, ds, on peut encore, méme 
quand la pression moyenne p est très sensible, y négliger, à côté de 0, non seulement 62 
mais aussi les produits de 6 par 04, dz, d3. Les seconds membres des trois équations (a!) 


Rok 
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De la, l’intérêt que présente l'étude de l’équilibre-limite d'une masse 
sablonneuse, même, pour commencer, dans des cas où il n’y aurait 
pas, à l’endroit considéré, de mur s’ébranlant. Car cette étude sera 
un acheminement au cas où il y aurait un tel mur, dont on devrait 
éviter le renversement en le douant d'une résistance capable de 
vaincre justement la poussée ainsi exercée sur lui par le massif au 
moment dangereux de son équilibre-limite, et capable, par consé- 
quent, d’empécher un tel état de se produire. 


2. Le cas le plus simple à examiner, et cependant un peu général 
déjà, est celui d'un massif pulvérulent et pesant s'étendant indé- 
finiment vers le bas, au-dessous d’un plan-limite ou talus, montant, 
dont l’angle w sur l'horizon sera donné, et dont le profil dessinant sa 
ligne de plus grande pente, choisi comme axe des y, sera également 
indéfini (de y = — + à y =o en allant vers Le haut). 

Prenons les æ positifs normaux à la surface supérieure et dirigés 
vers l’intérieur du massif, ou faisant ainsi, avec la verticale descen- 


, , ao . T 
dante émanée de l’origine O, l’angle w; ce qui donnera © + 5 entre 


cette même verticale et le profil supérieur montant. 

Appelons y, au point quelconque (x, y), l’azimut toujours aigu 
(compté positivement en tournant dans le sens qui va des x positifs 
vers les y positifs) de la plus grande (en valeur absolue) des deux 
pressions principales situées dans le plan vertical xO y des déforma- 
tions, pressions toujours négatives ou constituant des pressions 
proprement dites. Nous aurons, en désignant par # le sinus de l’angle 9 


se réduisent ainsi à 2mp. Et il vient, au lieu de (6’) et (à), 


Pa — P3 = 2mp(d2— 03), P3— Pi = 2mp(d3— 04), P,— Ps = 2mp(d1 — ds), 
. Pp = a8 + c[(d2— 03)? + (03 — 01)? + (04 — 02)? ]. 

En résumé, cette démonstration plus complète continue à indiquer une rigidité mp 
proportionnelle à la pression moyenne p. Mais la pression moyenne n’est pas simplement 
en raison directe de la contraction cubique (— 0), comme il aurait semblé naturel de 
de le penser; elle s’accroit d'une partie proportionnelle à la somme des carrés des 
trois déformations principales d»— 3, d3—d, di—d:. Celle-ci est-elle purement 
théorique? L'observation pourrait seule, sans doute, nous l’apprendre, 
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de terre coulante (constant et donné, si le sable est homogène), pour 


les trois composantes principales de pression N,, N,, T relatives aux 
; . N,+ Ny, 
axes, et p étant d’ailleurs la pression moyenne positive (- es 


(1) N,=—p(t+kcos2y), N,=—p(i1— kcos2x), T=-— pksin2y, 
formules à porter dans les deux équations indéfinies de l’équilibre, 


aNa aL. sal aT dN, aes 
(2) Ta dance EEL Fa +Y—=o, 


où enfin X, Y expriment les deux composantes, IT cosw et — ITsinw, 
du poids spécifique II de la masse terreuse ou sablonneuse. Nous aurons 
donc comme équations indéfinies régissant p et y, après y avoir 
changé les signes, 


ae ee re dp yooh) =X, 


dx dy 
(3) : 
dp. } dpsinay dp cos2y =¥ 
dy dx dy eer 


3. Pour abréger, nous poserons 


ads _ iy) «6S 
de D css cen dae 


(A)meosay = C, sinay =S, 
quantités où figurent, dans C et S, l'unique variable y, mais, dans D 
et E, 7 avec ses deux dérivées partielles en x et y. Or on a, en dévelop- 
pant les équations (3), 


(+ kC) 2 4 92 + ak Dp =X, 
æ dy 
(5) = i 
[ CRU Ahly + eh ee 


Multiplions ces équations soit par 1 — 4C et par —&S, soit par —&S 
et par 1 + #C; puis, dans chaque cas, ajoutons-les terme à terme. 
Elles prendront la forme plus commode (où sont séparées les deux 


ON he MINS SR 
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dérivées partielles de p) : 


d 
uk) SE + 2 K[D — k(DC+ ES)|p =X —k(XC+YS), 


d | 
Ge) + 2 AÇE — 4(DS — EC)]p = Y — k(XS—YC). 


Or, d’après (4), 


‘4 S 
is 
2 m2 no 

| acoe-+ us) = 2st +o = cq: lang2y _ PE 

(6) Tor 4 dy dy 
da 

a a eat Cou ls a Oe , dtang2y _ dy 

PORTE pe ent te a 


Les deux équations (5) deviennent done, en définitive, 


Gm) 2 + ak(D— 4k) p= X—K(XC+Y8), 


dx dy 
(7) F 


4. On voit, par (4), que D, E sont des fonctions linéaires homogènes 
dy da 4 ee ee À : oes 
de oe ma avec coefficients linéaires eux-mémes en C et S, c’est-à-dire 

: ; : à . dp 
en cos2y et sin2y. Les équations (7), résolues par rapport à 2 


et es permettraient donc, si l’on se donnait p et y sur tout le profil 


vig Fe eee eu ey Ae 
supérieur x = 0, d’y déterminer la variation élémentaire, ect ee, 
dx dz 


des deux fonctions p et y, entre cet axe des y et une parallèle infini- 
ment voisine x =«. Après quoi, on passerait, de la même manière, 
à une autre parallèle æ = const. un peu plus intérieure; et ainsi de 
suite. Les fonctions p et y se trouveraient donc déterminées de proche 
en proche dans tout le massif, si l’on admet du moins qu'il ne se pro- 
duisit en chemin aucune singularité. Et l’on aurait ainsi l’intégrale 
générale du problème, avec les deux fonctions arbitraires de y expri- 
mant p et x à la surface supérieure & = o du massif. 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXIV. — JANVIER 1917. 2 
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II. — Equations pouvant permettre la détermination préalable 
de l'azimut des pressions principales. 


5. Voyons s’il est possible d'éliminer p entre les deux équations (7), 
de manière à obtenir une équation en ¥ seulne comportant également, 
par son intégration, que deux fonctions arbitraires, savoir, comme 


: ‘ x d eis 
ci-dessus, y le long de l'axe des y et, de méme, la valeur de ze qui s'y 


trouve corrélative à celle de p choisie, dans le cas précédent, sur le 
même axe des y. 

La seconde (7), différentiée en æ, puis retranchée de la première, 
différentiée de même en y, donne, par l'élimination immédiate de la 
dérivée seconde oblique de p et après division de tout le résultat 
par 2k, en appelant d’ailleurs (avec Lamé) A, l’expression symbo- 


2 2 


lique at bP 

dD dE dy \ dp dy \ dp 
8 fe FA ee LAN Er EN AR 
Ne (F dic bA.z) p (e+e) dat +(D zy) dy 


=*(8_#)_1(4 dS 
—2\dx dy Bae ii 


Multiplions par (1 — 4’) et substituons aux deux dérivées premières 
depenæeten y leurs valeurs tirées de (7). Le développement des 
calculs donnera, en transposant au second membre tous les termes 
en X et Y, après destruction mutuelle évidente de termes en p, 


; dD dE 
(ie) (T =H 7 — hay)? 


ZT 


= (NE — YD) + ÆX (DS —EC+ TE) —*Y (pc + Es — %) 
d. dy 


d <a d d 
~—k?X CH 4 8H) + - (-s% x 
( 4 4 RY 35 LC 


1— k? ds dC aC as\? 
+ 0, (Bea nes | NN HUE 
2 | (3 a) Y (Fe ts =) | 


Or les coefficients totaux de ÆY et de ÆX sont nuls en vertu de (6). 


» be! 
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De plus, d’après les relations (4), 


a d dy 
(pao SRE TE PES AE, 
34 dx 


dy ds ADMET ds 
dic d dy 


dy’ dx dy’ dx Tay 


sont respectivement E, D, 2E, 2D. Le second membre se réduit 


donc à 
2(1— k?) (XE— YD); 


et ’équation (8) devient, en définitive, après suppression du facteur 
commun 1 — k?, 


dD dE 
(9) (TR -Hux)p=a(XE YD). 
ou bien 
(10) — 9 AES TD 
dure de ax 


Il en résulte donc une équation aux dérivées partielles du second 
ordre, comme on cherchait a l’établir, savoir 
dD ~~ dE 
Il — — — — kA,y —=0o 
ey dy dx ae 
mais uniquement dans le cas particulier d’un massif sans pesanteur, 
oy Nz 0, Y= 0. 


6. Hors ce cas, p ne se trouve pas éliminé, mais seulement exprimé 
au moyen des dérivées premières et secondes de y en x et en y. Il 
faudra donc, pour avoir des équations en y seul, porter la valeur (10) 
de p dans les deux relations (7). Or on obtiendra ainsi, en y, non 
pas une, mais deux équations distinctes, qui seront aux dérivées par- 
tielles du troisième ordre. Leur compatibilité, ou l'accord des deux 
valeurs qu’elles devront donner pour la dérivée, 54 en chaque point 
d’une parallèle quelconque x = const. au profil supérieur, détermi- 
nera probablement la dérivée la plus élevée en x au-dessous de celle-là, 


c’est-à-dire 


dy : i 4 à + : + 
ot à peu près comme l'aurait fait une équation aux déri- 
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vées partielles du second ordre ou, du moins, d’une manière fina- 
lement équivalente en tenant compte des équations proprement 
dites (7) du problème. Car on sait que la différentiation conduit géné- 
ralement à des équations moins spécifiées que celles d’où l’on part, 
en raison des arbitraires qu’introduit l'intégration inverse. 


7. Un tel ensemble, si compliqué, de relations aux dérivées par- 
tielles, et même seulement l'équation (11) du second ordre, non 
linéaire, propre aux massifs sans pesanteur, semblent, dès l’abord, de 
nature à rebuter toute tentative un peu générale d'intégration. De 
fait, on n’y a guère traité que des cas, particulièrement simples, où 
les lignes d’égale inclinaison y des pressions principales, c’est-à-dire 
ayant l'équation y = const., se réduisaient, du moins dans une partie 


du massif, à un système de droites concourantes, avec parallélisme de 


ces pressions dans tout le reste, où, par conséquent, les droites con- 
courantes jouissaient encore de la propriété y = const. 
Soit (a, Ya) le point de concours des droites y = const. dont il 


s’agit, io leur coefficient angulaire, caractéristique de chacune et, 
: A 1 


par conséquent, des diverses valeurs de y. L’azimut y est ainsi censé 
ne dépendre que du rapport des deux variables x — x), y — yj, ou en 
étre une fonction homogene du degré zéro. Les dérivées partielles 
successives de y en x et en y seront, par suite, des fonctions homo- 
gènes des deux mêmes variables, mais des degrés successifs — 1, 
— 2, —3,..., suivant leur ordre croissant. Et la pression moyenne p, 
quotient, d’après (10), d’une somme de dérivées premières par une 
somme de dérivées secondes, sera une fonction homogène du premier 
degré des mêmes différences æ — x,, y — y,, ou se trouvera, tout le 


long de chaque ligne d’égale inclinaison y, simplement proportionnelle 


à la distance r=\(x —x,)?+(y—y,)? au point de concours 
(do Yo) 


POUSSÉE DES TERRES DANS UN MASSIF DE SABLE. 13 


III. — Cas particulièrement simple d'état ébouleux, et de poussée des terres, 
traité par Macquorn-Rankine et Maurice Lévy. 


8. Le seul cas que donnent les cours usuels de Mécanique appliquée, 
et qui remonte à Macquorn-Rankine, est compris dans celui où p et y 
sont supposés constants sur le plan supérieur x = o. Alors le raison- 
nement synthétique du n° 4 indique, de proche en proche, des valeurs 
de p et de y ne dépendant nullement de y. Les équations (3) devien- 
nent donc de simples équations différentielles en æ, dont l'intégration 
est immédiate à partir de x = o. 

Le cas classique est celui où le plan supérieur constitue une surface 
libre, sur laquelle s’annule forcément la pression moyenne p. Il vient 
donc 


(12) p(i+ kcos2y) = Xx — [x cosw, pksinay =Yzæ——TIxsine. 


On en déduit, par une simple division et en se rappelant que # désigne 
sin? (sinus de l’angle de terre coulante où de frottement intérieur du 
massif), 

sing sin2% sin & 


(13) —— ) 
1+ sing COS2% cosa 


équation dont on reconnait aisément, en y faisant évanouir les déno- 
minateurs, l’équivalence à 

sinw 

sing : 


(14) Sin (© + 2%) =— 


Soit toujours, pour fixer les idées, w >o. Introduisons eee 
no, 


mae? 
et appelons-le w’. Il est clair que » + 2x pourra lui être ou égal et 


contraire, ou supplémentaire et contraire. Cela donnera d’abord pour y 
les deux valeurs, évidemment aiguës, comme il le faut, et toutes les 
deux négatives, 


positif et aigu, supérieur à w, dont le sinus égale le rapport = 


! 1 
@ + 6) T GEI) 
“hi 


(15) ' X=— ’ X=—> 
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Toutes autres valeurs de y satisfaisant à l’équation (14) dépasse- 
raient celles-là d'un multiple de x : elles correspondraient aux mêmes 
directions de la plus grande des deux pressions principales et ne con- 
stitueraient pas des solutions du problème différant des deux précé- 


dentes (15). 


9. Considérons donc celles-ci. Elles donnent, pour la pression prin- 
cipale la plus forte qui fasse un angle aigu avec les æ positifs, deux 


directions s’abaissant toutes les deux, du côté des y négatifs, ets’y 


écartant de l’axe des x plus que ne fait la verticale descendante, dont 
l’azimut est visiblement — w. L’angle de cette pression principale la 
plus forte avec la verticale en question vaut done l’excédent positif 
de —y sur w, soit respectivement, pour les deux solutions dis- 
tinctes (15), 


(16) 


w' — 6) T 6) + © 
: Le 
2 2 2 


de 508 ; ea » T 6) s : 4 
La première est visiblement inférieure à > — +; puisque w’est aigu. 
| CRE * 
La seconde est, au contraire, supérieure à la mème limite; car leur 
| , T Es 
somme égale = — w ou le double de cette limite. 


Dans la première solution, ce sont des couches s’écartant peu de 
l'horizontale qui sont le plus fortement pressées, tandis que les 
couches perpendiculaires à celles-là, ou voisines de la verticale, le sont 
le moins et, relativement, se détendent, comme il arrive à un massif 
soutenu par un mur qui commence à se renverser et qui reçoit, par 
conséquent, de lui la poussée la plus faible possible. Dans le second 
cas, c’est le contraire, la détente se faisant suivant une direction voi- 
sine de la verticale, comme il arrive, sous l’action du même mur de 
soutènement qui commence à se renverser, aux masses terreuses ou 
sablonneuses qui ont pu s’accumuler à son pied en roulant du talus 
supérieur, et que le mur vient comprimer horizontalement dans son 
mouvement de recul, en les faisant refluer au-dessus de leur surface 
libre. | 
| La première solution (15) correspond ainsi au phénomène que les 
ingénieurs appellent la poussée des terres et, la seconde, à leur butée, 


J) ee 
“ 


<< fr GRER. 
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10. Bornons-nous à la première, où le plan mené par l’origine dans 
le massif et qui supporte, sur sa face tournée vers les y positifs, c’est- 
a-dire vers le haut du talus, la pression principale (proprement dite) la 
plus faible, fait, du côté des y négatifs, avec la verticale descendante 
émanée aussi de l’origine, le premier angle (16). Dans ces conditions, 
si l’on mène à partir de ce plan, encore par l'origine mais du côté de 
la même verticale descendante (ou en tournant vers les y positifs), un 


rae Se T : : ; 
nouveau plan faisant avec lui l’angle RL L la poussée qu'il subira de 


la part du massif sera inclinée de l'angle maximum 9, vers le bas, par 
rapport à sa composante normale (— %}), ou, en d’autres termes, elle 
aura une composante tangentielle &, descendante, égale à (— ov) tang. 
Et st ce nouveau plan, avec la partie du massif située à son arrière (du 
côté des y négatifs), devient un mur rugueux d’une épaisseur donnée, 
remplaçant toute celte partie indefinie de notre massif, la masse sablon- 
neuse subsistante (en avant) sera sur le point de glisser contre lui en 
s'abaissant. La poussée qu’il éprouve sera donc celle qu’on aurait 
besoin d'évaluer, pour apprécier la résistance du mur à l’éboulement 
de ce massif en talus, ainsi restant. Et, en effet, l'évaluation s’en fera 
simplement au moyen de la remarque suivante. 

Les expressions (1) de N,, N,, T, où # désigne sing, se démontrent, 
au moyen des formules générales des pressions, sans spécifier l’orien- 
tation des x et des y: elles restent les mêmes quand l'ensemble des 
deux axes tourne en bloc d’un angle quelconque, pourvu que, dans 
chaque cas, 7 désigne bien le véritable azimut, compté à partir des x 
choisis, de la pression (proprement dite) la plus forte. Or si l'on 
amène, par une telle rotation, cet axe des x suivant la face considérée 
du mur, la normale à celui-ci deviendra l’axe des y positifs; de sorte 
que, dans (1), T ne sera autre que & et, N,, autre que X%. D'ailleurs, 
la pression principale proprement dite la plus forte se trouvant incli- 


née de 7 — = en arrière de ces nouveaux x (provisoires), on aura 


Ge 


do 


Les deux dernières formules (1), où #—sin®, deviendront 
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donc 
M —=—p(i— sing) =— pcos’, & = pcosg sing; 


1 d’où 
a DR. 
Ce 54 

On voit que la poussée @ sur le mur fait bien, de haut en bas, l’angle 9 
avec la normale à celui-ci prolongée hors du massif, ou que la terre 
est bien sur le point d'y glisser en s’abaissant. La grandeur @ de cette 
poussée par unité d’aire est pcosg, avec la valeur de p tirée de la 
dernière (12) où l’on a # = sing. Il vient done 


coto sinw 
(18) B—_IIx TT 
x 

11. Soit / la profondeur, sous l’origine, du point (a, y) où l’on 
évalue ainsi la poussée par unité d’aire, profondeur mesurée suivant la 
ligne méme de pente du mur. Cette droite / fera, avec la verticale 
descendante émanée de l’origine, en tournant vers les x positifs (nor- 
maux à la surface libre) un angle z excédent de 7 — = sur le premier 

! 

angle (10) w ou — (y+). On aura donc 


2 


(19) i=r—-f+o+z ou ax=(9+2i—2w)— =: 
2 2 
Il faut retrancher z de w, pour avoir l'angle du mur (en fruit inté- 
rieur) avec l’axe des x, axe sur lequel x est justement la projection 
de Z. Par suite, æ = /cos(w —x) et l’expression (18) de @ devient 


cu Up mytotgsinw cos(w — i) 
: sin2y | 


Eliminons 24 de celle-ci, de (13) et de (14), par la seconde (19). 
Nous aurons, d'une part, pour la poussée par unité d’aire, l’ex- 
pression te 
an) © — my Lote sinw cos( — zt) 

COS(P+2—2w) ? 
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d’autre part, au lieu de (13), la proportion 


(aa) COS) ey sino) 
1+ singsin(g+2i—20) sing cos(o + 2% — 2m) 


et, au lieu de (14), l'égalité 


(23) sin® = sing COS(p + 22 —w) 
= sing[cos(9 + 25) cosw + sin(g + 22) sinw |, 


revenant visiblement a la proportion 


(2h) COS 6) Les. Sin © 
1—singsin(g+ 22) sing Cos(p + 22) 


Ajoutons terme à terme, d’un côté, les deux rapports (22), après 
les avoir respectivement multipliés haut et bas par le sinus et le 
cosinus de 9 + 22 — 2; d’un autre côté, les deux rapports (24), 
respectivement multipliés de mème, haut et bas, par sin(o + 27) et 
— cos(¢ + 21). Il viendra le nouveau rapport, égal aux deux (22), 


sin(9 4- 2i—o)) be sin(g + 21—w) 


(287 sin(go+2%—2w)+sino — 2 sin(® Hem )cos(r 6) 


et le nouveau rapport, égal aux deux (24), 


26) sin(®g+2i—w) _ sin(®+2i—w) 
( sin(o+2¢)—sing 2sinzcos(9 +2) 

Egalons respectivement ceux-ci, pris sous leur derniére forme, aux 
seconds (22) et (24). Nous aurons, entre quatre fractions, deux 


égalités pouvant s’écrire, la premiere, 


xi sin @ COS(w — Z) …sin(p+21—w) 
(27) singcos(9+2¢—20)  2sin(p+i—w) 

et, la seconde, en remplaçant, par la valeur de sin(g9 + 21 — w) qu’elle 
donne elle-même, ce sinus dans (27), ou en en éliminant par (27) 


sin(@ + 21—), | 


8 COS(& — 2%) ui sin cos(o +2) ‘ 
oe cos(9+2i—2w) cos(9+22)sin(g+t—®) 


Ann. Ee. Norm. (3), XXXIV. — JANVIER 1917. 3 


18 J. BOUSSINESQ. 


Enfin, multiplions les deux membres de (28) par. ceux de la 
nouvelle proportion obtenue en ajoutant terme à terme les deux 
rapports (24), après les avoir multipliés eux-mêmes haut et bas, 
respectivement, par sin(2+i) et —cos(s +1), ce qui donne le 
nouveau rapport | 

sin(g +t—o) _ sin(p+i=0). 
(29) sin(g+¢)—singcosé  Cososins | 


puis en égalant au second rapport (24) le second (29). Il vient, apres 
suppression des facteurs communs aux deux membres du résultat et 
multiplication de ceux-ci par cos®, : 


colg sinw cos(w — ¢) 
cOSs(9 + 24 — 20) 


(30) = cos(9 + £). 


12. L’expression (21) de la poussée limite € sur l’unité d’aire du 
mur prend donc la forme extrêmement simple, due à Maurice Lévy, 


(31) ®—IL/cos(o +). 


On peut observer que + +7 est l’angle de cette poussée ® avec 
l'horizon; car la normale au mur, menée vers l'intérieur de celui-ci, 
fait déjà sous horizon le même angle z que le mur avec la verticale 
descendante; et, d'autre part, la poussée elle-mème fait encore, sous 
cette normale, l'angle maximum &. D’après cela, /a vraie poussée limite 
égale la composante horizontale d'une poussée fictive qui aurait la direc- 
tion même de la poussée réelle, mais la valeur encore plus simple, Ul, de 
la pression exercée par un liquide de méme poids spécifique que le massif, 
. à la profondeur verticale l'sous sa sur face libre horizontale. 


: 


IV. — Recherche, pour les massifs et les murs à profil rectiligne, 
des solutions du problème de la poussée voisines de celle de 
Rankine et Maurice Lévy. 


13. Barré de Saint-Venant, après avoir pris connaissance, en 1869, 
de cette solution particulière du problème de la poussée des terres 
dans le Mémoire alors manuscrit de Maurice Lévy, dont il était rappor- 
teur à l’Académie des Sciences, eut l’idée d’en déduire une solution 
approchée des cas voisins, où l’inclinaison du mur sur la verticale 


, 
. 
2 
in 
‘ 

| 

4 

y 
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différerait un peu de celle que donne la formule (19), en ajoutant, aux 
valeurs de N,, N, et T obtenues, de petites corrections, dont on regar- 
derait comme négligeables les carrés et produits (*). Et j'ai trouvé peu 
après cette solution (?), à laquelle j’ai donné en 1873 sa forme la plus 
simple, avec des applications assez générales, à la fin du para- 
graphe IX (p. 112 à 133) d’un Mémoire intitulé « Essai théorique sur 
l'équilibre des massifs pulvérulents, comparé à celui de massifs solides, et 
sur la poussée des terres sans cohésion », Mémoire publié au Tome XL 
(1876) du Recueil des Savants étrangers de l’Académie royale des 
Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique. 

Les formules du Mémoire actuel permettent d'obtenir plus simple- 
ment peut-être les mêmes résultats, du moins pour les massifs consi- 
dérés ici, c’est-à-dire terminés supérieurement par un talus plan et que 
soutient un mur également plan, dont la face contigué à la masse sablon- 
neuse fait avec la verticale descendante, en fruit intérieur, un angle v 
assez peu différent du précédent ¢ défini par (19). Nous appellerons 6 
la petite différence ¢ — z’; de sorte que cette différence à sera positive 
quand le mur effectif se trouvera plus voisin de la verticale descendante 
que le mur idéal (à fruit intérieur) défini par (19), négatif dans le cas 
contraire. | 

Comme on attribue au massif une profondeur telle que Le sol rigide 
sous-jacent n'apporte aucune perturbation appréciable, les conditions du 
phénomène seront analogues en tousles points d’une droite quelconquer 
émanée, dans le plan des xy, de l’origine O où se coupent le profil 
supérieur et celui du mur. Par suite, l’azimut y des éléments plans les 
moins fortement pressés (ou de la pression principale la plus forte) 


(1) Comptes rendns des séances de l’Académie des Sciences, 14 février 1870, et 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. XV (1870); voir le n°7 du 


- Mémoire de B. de Saint-Venant. 


(2) Mémes Comptes rendus, 4 avril 1870, et Journal de Mathématiques, même 


: c0s?6 5 
= ) »> ma 
+ 0? cos? w 
beaucoup facilité les caleuls dans cette Note, ainsi qu'à Barré de Saint-Venant dans un 
dernier article (du même 4 avril 1870). Son emploi ici, à partir du n° 8, aurait peut-être 
abrégé certaines démonstrations, si l’idée m’en était venue quand j'ai rédigé, 46 ans 


£ se | .  I—¢ 
tome XV. Un certain paramètre o, défini par la relation : 


_après, le Mémoire actuel. 
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doit y être pareil sur toute la longueur et ne dépendre ba de l’angle 


polaire ou azimut même, 0, de la AP te 1 
D'ailleurs, très ee dent de la surface libre où p =o et quia 


pour équation = =, la distance du mur, qui s’y trouve comme infinie — 


relativement à a, permet de supposer les circonstances indépendantes 
de y, aux petites profondeurs æ, ou d’y appliquer les formules du n° 9 
et, en particulier, d’y prendre, d’après (15), 


01070 
x= 2 


Telle sera donc la valeur de y à la limite supérieure 9 = = des angles 


polaires 0. Et y sera aussi connu à la limite inférieure 0 =—w +17, 
si, du moins, l’état ébouleux se réalise jusque contre le mur. Car à 
l'approche de celui-ci, c’est-à-dire pour 0 voisin de —w +7’, l’élément 
plan soumis à la pression la plus faible fera, avec le profil descendant 


d à . . T WS 
du mur et à la sortie du massif, l'angle PA 2. On aura done, en dési- 


gnant alors par y’, pour plus de netteté, l’azimut variable y au voisi- 
nage du mur, 


(32) (pour @=—w+') x=0— 
Les valeurs de y, devenues un peu variables avec 0, seront donc 


connues aux deux limites supérieure et inférieure de cet angle polaire 
(surface libre et paroi). 


14. Voyons ce que devient, dans ces conditions, la formule (10) 


(p. 11) où y dépendra de x et de y uniquement par I’ Ge de 
l'angle polaire 0. Celui-ci, défini par l’équation tang) = 2, où x et y 


ont les valeurs rcos et rsin0, a pour différentielle 
es ; 
dj = costo 2 dr de = = (cos §.dy—sin§.dx); 
d’où 
do ___ sing dû __ cos. 
dx — EL dy = Tr » 
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et, par suite, les différentiations successives en x et y de toute fonction 
de 4 se feront par les deux formules symboliques 


d sind d d= 160s 0a 
33 —_ = See — — = —. 
ee dx r dé dy rae 
Vu les notations (4) (p. 8), on aura d’abord 


CA as AAR ay as 2 ax 
do — LD A 208425 


(33 bis) 


et ensuite, vu (33), 


cos(2y — @) Bie E — sin(2x — 9) dy 
nr da’ r dé’ 


(34) D= 
formules où, la dérivée de 7 en 0 étant du premier ordre de petitesse, 
les petites variations de l’arc 27 seront négligeables dans sin(2y -— 0) 
et dans cos(2y — 0). L’arc y sera donc censé y prendre la première 
valeur constante (15) (p. 13). 

Le numérateur de l'expression (10) de p, où X=IIcosw et 
Y = — IIsinw, devient dès lors . 
(35) o(XE—YD)= AE? salir Se 

Quant au dénominateur de la même expression, où 2y pourra être 
supposé constant sous les signes cosinus ou sinus, et où A,y sera, 
vu la destruction de termes en + cos sin6, 


sin 0. 5 ( sin 0 x) cos® d Li Zs) = 1 d'y 


era |) r dao\ r dé r? de’ 


il deviendra presque immédiatement, # Yeats sing, 
. cos(2x —29)—sing dy 2sin(2x% — 206) dy 
(36) CO ye ET 3 2 10 


Le coefficient 2 du dernier terme (en de) provient de ce que les 


valeurs (34) de D et de E dépendent non seulement de 9, mais aussi 
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nite D 
der, par leur dénominateur; ce qui ajoute à > D = a portion 
CD Gr AR LE ag ge Caine 
dr dy dr dz dr dr 
; sin(2y— 20) dy 
rs = os [s sin(2¥ —9)cos@— cos(2¥— 9) sin 9] = eer rrr 


et double exactement le coefficient de ce dernier terme ('). 

Portons ces valeurs (35), (36) dans (10), où nous pourrons observer 
que p diffère peu, par hypothèse, de sa valeur donnée par la 
seconde (12) (p. 13), savoir 


(37) zx sin» Ilr cos 9 sinw 
7 SS ee ee 


ksin 2% sing sin2% 
L’équation (10) sera donc sauf erreur relative négligeable, en y 
faisant évanouir certains dénominateurs, divisant par 2sin(2y — 20) 
et transposant, 


(sun) sing gx E ei ery. 


2sin(2¥— 20) de? sinw cos@sin(27 — 20) dé 


Observons que sing est le cosinus de : — o et que, par suite, le coeffi- 


cient de la dérivée seconde de y dans Gk équation (38) devient, par 
la décomposition du numérateur en un produit, 


NT ae mee Ki 
sin? <2 eee an(s) 
sin(2%—20) — ; 


Nous supposerons donc, ci-après, le premier coefficient de l’équation 
du second ordre (38) remplacé par cette fraction. 


15. Cette équation différentielle (38) en y ne se trouve ainsi 
démontrée que pour l’intérieur de l'intervalle existant entre les deux 
valeurs extrêmes de 0, notamment aux distances très sensibles de la 


Gi ee ee ee 


(1) lly a, dans 7%, aux secondes dérivations, deux termes analogues; mais ils se 
détruisent, 


Lit... 
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paroi 9= — w +1, mais non prés de celle-ci. Car l'hypothèse, que 
nous avons faite, de ne chercher aux équations (7) et (10) que des 
intégrales x et p voisines de la première valeur (15) et de (37) n’exige, 
pour ces fonctions continues y et p, une manière déterminée de varier, 
jusqu’à des dérivées en 0 d’ordre quelconque, qu'aux assez grandes 
distances des limites du champ où elles existent. Au contraire, très 
près des limites, rien n’empécherait, par exemple, la dérivée seconde 
de y, de devenir quelque part infinie et, la dérivée première, d'y 
modifier sa loi de variation en fonction de 9; car les écarts en résultant 
sur ¥ n'auraient pas, depuis ce point jusqu’à la limite voisine consi- 
dérée, la place ou le champ suffisants pour devenir sensibles. Et les 
valeurs ainsi modifiées localement de y et de p resteraient, comme il 
est entendu, tres peu différentes de la première (15) et de (37). 

Toutefois, la continuité des deux fonctions 7 et p elles-mêmes devra 
être partout sauvegardée, en raison de ce que l’équilibre d’un coin de 
terre infiniment mince, compris de part et d’autre d’un plan quel- 
conque Ü = const. émané de l’origine (ou, plutôt, de l'axe des 3), 
exige l'égalité partout, sur ses deux faces, des deux composantes 
normale et tangentielle de pression, ou, par suite, la parité de p et 
dey: 

Il suffira done que p et y soient continus pour langle polaire 
critique 0, voisin de -- w+’, et que j'appellerai 9,, où changerait leur loi 
de variation ('). Cette loi pourra d’ailleurs, quoi qu'elle devienne 
au dela (ou mieux en deçà, pour parler plus exactement), y être sup- 
posée linéaire en 4, jusqu’à la paroi très voisine 0 = — w +71", avec 
erreurs du second ordre censées toujours négligeables ici. 


16. Cela posé, et sous le bénéfice des observations précédentes, 
simplifions l'équation (38) ou, du moins, ses coefficients, en y comp- 
tant les angles polaires 4 à partir de la direction 0 =z — w qu'a le mur 
dans la solution Rankine-Lévy. Désignant par 4’ le nouvel angle 


: ; : A T Q 
polaire, excédent de 9 sur 7—wo ou, d'après (tg), sur uae + 


(1) Nous verrons bientôt qu'un tel changement est possible seulement pres du mur, 
non sous la surface libre, où l'équation (38), dérivée de (9), se trouvera vérifiée par 
l'annulation des dérivées de x. 
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vt 4 . 
avec y réduit à la première valeur constante (15), nous aurons 


-6 


(39) Q=i—o t+ OH TP ays. 
Et l'équation (38) deviendra, par l'élimination finale de cette valeur 
de y au moyen de la seconde relation (19), 


cos(p — 
cos(o — 
sing cos(p + 22— 2m) COS(9 + a |% 

+|1- sin © cos(w — i — 6’) cos(g —— 26’) dé’ 


PY, 
ay sn) 


Remplacons-y encore cor(9 + 27 — 2w) par sa valeur tirée de (30) et 
cette équation prendra sa forme la plus simple : 


cos(p— 0) (a gry PY 

(40) Peer a POEL 
COS® . cos(w— Z) ose | Gao 
À *~ cos(o — 29) cos(w —i— 0) cos(9 +2) dj! 


On remarquera que, pour 4 tres petit, c’est-à-dire au voisinage de 
la valeur 4 =z — w, le premier coefficient y est réductible à sin®’ = 0’, 
coso® cos (@—Z2) 


et que, dans le second coefficient, les fractions CONG at aoe a 


cos(p +i— 0") = . 
cos(o + Z) deviennent respectivement 


coso I 


RAC Ur Von ian = Rs MPLS NE EE 
CoOS®+20 sing — 1+20'tango BAGAUCEIRER 


1— 0'tang(w—i), 1+ 6’ lang(o + 2). 
Ce second coefficient s'y réduit donc a 
9'[2tango + pate — t)— tang(9+2)]. 


L’équation far devient ainsi, aprés suppression du facteur commun 
évanouissant 6’, 


d | 
( près de '—0) me + [2 tango + tang(w — i) — tang(o + DE 0: 


et il en résulte des valeurs finies pour le rapport des deux dérivées 


ie TE 
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seconde et première de y dans le voisinage de 0’= 0, c’est-à-dire aux 


environs de la direction particulière 0 = 7 — w du mur dans la solution 
Rankine-Lévy. 

Mais nous aurons surtout à considérer l'équation (40) aux petites 
distances de la surface libre, c’est-à-dire pour 4’ légèrement inférieur 


x TC Ê Z “ . 
a> +o —1, valeur annulant le dénominateur cos0 = cos(w —1— 0) 


et faisant évanouir, dans le second coefficient (entre crochets), le 
premier terme 1, en comparaison de l’autre terme qui contient ce 
dénominateur et croît sans limite. L’équation y devient donc, après 
division par son premier coefficient et transposition du second 
terme, 


Move) d'y __ cospcos(o —:) cos(p +i— 08) I dy. 
di" _  cos(o+i) sind’ cos(o — 6’) cos(w—i— 6’) db 
dy 


Dans le coefficient actuel de tous les facteurs sont essentiel- 


ag’ 
lement positifs a la limite considérée 0’ = = + w — JU. En effet, d’après 
les premières (15) et (19), savoir 


oa mie Q a’ — 6) 
X= à Yi t — aa a oe > 


on y a, en laissant, pour le moment, de côté le dénominateur évanouis- 
sant positif cos(w — z — 0’), 


a’ + 0) (ee oe eo D! — 6 
wo —t= —(>—-+), g+t=(-4+4)— > 
4 2 \ 4 2 2 
If 


Ainsi, d’une part, 9 +7 — 6’, angle aigu, d’autre part, © — 1, 9 + 1, 
différences d’angles aigus, ont leurs cosinus positifs ; et 9’, somme de 
deux angles aigus, a bien son sinus également positif. Enfin, © — 0’ a 

2 . DE , : TH 
aussi son cosinus positif, car sa valeur absolue n'atteint pas + On le 


reconnait en ajoutant membre à membre les deux inégalités évi- 
Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV. — Janvier 1917. 4 


(41) 
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dentes 


Dès lors, si l’on appelle, pour abréger, 7’ la dérivée première de i 
en 0’, et qu’on désigne par u le produit constant, essentiellement fini, 


! E + © (; 2) 
COS 9 COS&/ COS SENS EE 
' 2 4 2 


produit d’ailleurs positif comme tous ses facteurs, l’équation (40 bis) 
devient 


ares 


à , : ay! He j 
(prés de la surface libre) aT = coal ea an de 


Prenons-en l'intégrale à partir d’une limite inférieure 


vis à 4 
a <= to = Or be 


yes wre TT : . pe . ve 
déjà voisine de = +w — 7, ou n’en différant que d’un petit are positif € 
et correspondant, par conséquent, à de faibles profondeurs sous 


la surface libre. Appelons y, la valeur, quelle qu’elle soit, de y! 
pour 0’= 0. Posant alors 


= 8 + 0" et, par suite, a= ae", 


nous pourrons remplacer le cosinus de 6’+ : — w, devenu le sinus 
de <— 9", par ce petit arc lui-même ¢ — 6”; et notre équation s’écrira 
aisément 


(e—O")dy'=y'pde", ou (e— 6") dy + y'pd(e — 6") =o. 
Multipliée par (e — 0”)*"', elle devient 
d[ y'(e — 9")] = 0; d’où x' (¢ — 0") = const. = y, et. 


On voit que, à part le cas où y, s'annulerait; y" grandit indéfiniment 
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à mesure que 9” approche de e ou que le point considéré tend vers la sur- 
face libre. Or, ainsi qu'il a été dit au n°13 (p. 20), c’est, au contraire, 
près de la surface libre, aux distances de celle-ci très petites par rapport 
à la distance du mur, que les pressions doivent, a priori, le mieux se 
distribuer comme si le mur n'existait pas, c’est-à-dire en fonction 
uniquement des distances æ à la surface et d’après la solution 
Rankine-Levy qui fait y’ nul, ou 4 égal à la première valeur con- 
stante (15). D'ailleurs, nous ne cherchons ici que les solutions voi- 


sines de celle-là et, par suite, ne comportant nulle part une variation 
infiniment rapide de y. 


16 bis. Nous devrons donc poser y, =o. Or il est, dès lors, aisé de 
voir que l’équation linéaire et homogène (40), du premier ordre par 
rapport à y’, obligera de poser aussi X'= 0 pour toutes les valeurs de 6’ 
auxquelles s'appliquera cette équation (40), c’est-à-dire dans tout le 
massif à l'exception, peut-être, d’un cor très réduit contigu au mur, 
où 9 serait moindre que la valeur critique 0, annoncée ci-dessus 
(no 45, pe 20): 

Observons, pour le reconnaitre, que l’équation (40) en a Pty. sl 


cos(o — 6! FA 
(g ) sin 0 , donne, comme valeur 


on la divise par y’ et par cos(o — 201) 


de a Le une fonction trigonométrique déterminée F (0), finie et con- 
tinue, sauf parfois pour les valeurs de 0’ qui annuleraient ou sin 0’, 
ou cos (9 — 9’), ou quelqu’un des dénominateurs figurant dans le coef- 
ficient entre crochets. Or sin 9’ ne s’y annule que pour 4’= 0, et nous 
venons de voir(p. 24) qu'aux environs de 0’ =o le quotient F (6’) reste 
fini et continu. Quant à cos(9 — 6’), il ne s’annule pas, l’angle ç — 0’ 


y partant d’une valeur voisine de + pour décroitre jusqu’à l’angle 


négatif, mais aigu, — ome? - G — 2). 

Enfin pour toute valeur de 9 qui annulerait quelque dénominateur 
dans le coefficient entre crochets, le terme 1 de celui-ci s’évanouirait 
comparativement au suivant et l’équation prendrait la forme (40 bis), 
où le seul facteur du dénominateur pouvant s’annuler [outre sin 0’ 
et cos (® — 6’)| est cos (i — w + 0’), partout positif, sauf à la surface 
libre où son annulation nous a contraint à prendre X =0, 
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o ! ° . 
Ainsi F(0’), valeur de ae » est une fonction partout finie et con- 


tinue dans l’intervalle à considérer. 
. dlogX ES ; 
Intégrons dès lors l'équation See —F(0’), à partir de la plus petite 


valeur (valeur critique 0 = 9, ou 0’ = 0, ) à laquelle s'applique l'équation 
différentielle (4o); et soit c la valeur #nitiale dey’. Il viendra évidem- 


a 


ment 


! 6' 
(42) log 4 — l'intégrale finie Hf F(6')dé’. 
6% 


Done le rapport ss à logarithme toujours fini, ne devient nulle part 


ni infiniment petit, ni infiniment grand. Et comme nous avons vu 
que x’ s’annule sous la surface libre, on est forcé de prendre c = 0 et 
d’annuler ainsi y’ partout où s’applique l'équation différentielle. 

C’est donc seulement dans le coin contigu au mur ou pour 4 infé- 
rieur à la valeur critique 9,, quand ce coin existera, que l'azimut y de 
la pression principale la plus forte pourra être variable et différer de 
la première valeur (15), relative à la solution Rankine-Lévy. D'ailleurs, 
pour peu que c fut sensible, on voit que les écarts de y d’avec la 
valeur (15) le seraient aussi; et la solution obtenue ne se trouverait 
pas voisine de la solution Rankine-Lévy, contrairement à notre hypo- 
thèse. | 

17. Mais demandons-nous comment se détermineront l’état méca- 
nique dans ce coin exceptionnel (où 0 < 0,) et l’angle polaire critique 
lui-même 0,. Pour y distinguer l’azimut y de sa valeur constante (15) 
réalisée dans le gros du massif, nous l’appellerons désormais y’ ('), 
en réservant ainsi la lettre y seule à sa valeur snitiale, telle qu’elle est 
à entrée du coin par le plan critique § —@,. Dans l’étroit intérvalle du 
coin qui s’étendra (en reculant) de 0 = 0, à 0 =? — w, son expression 
sera linéaire à très peu près; et, si l’on appelle c une constante conve- 
pe ES ee RE 

(1) Notation qui cessera done de désigner la dérivé dx ay, is dénor ’azi- 

i g a © 7p OU Fi Mais énommera l’azi 


mut lui-même. 


18 
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nablement choisie, on aura 


(43) Sy + 5 (9-4). 


Appelons de même p’, par analogie avec y’, la pression moyenne 
fonction de 0 et der, dans le même coin de terre étroit, pression qui 
excédera celle, p, donnée par (37)(p. 22) pour tout le reste du massif 
(mais calculable quel que soit 0), d’un petit terme s’annulant encore à 
la limite critique 0 = 0,, et que nous pourrons, comme pour y’, supposer 
linéaire en 9 dans le voisinage. Comme nous savons que toute l’expres- 
sion doit être proportionnelle au rayon vecteur 7 (p. 12), nous aurons 
donc, si À désigne une certaine constante, 


(44) p'=p —MAr(9—4). 


Nous déterminerons 9, et cette constante A par la condition que les 
deux formules (43), (44) vérifient à l’intérieur du coin sablonneux, 
près de son entrée, c’est-à-dire pour 9 infiniment peu inférieur a 0,, 
les deux équations d'équilibre (3) prises ainsi en y accentuant les 
lettres p et y. Ces équations (3) sont d’ailleurs satisfaites, même 
pour 0 <0,, parp et y pris seuls; de sorte qu’elles ANNEE en en 
retranchant respectivement (3), 


d(p'—p) we jte ee Be d(p'sin2y —psioay)) ef 


hs dx dx dy 
(49) d(p'—p) er d(p'sin2x%—psin2%) d(p'cos2y" ae oer 
dy ax dy 


Cela posé, les trois différences 
p'—p, p'cos2y —pcos2y, p'sin2y — psin2ay 


s’évanouissant, quel que soit r, à la limite considérée 0—0,, leurs déri- 
vées en r s’y annulent; d’où il suit que les dérivations en x et en y pour- 
ront se faire, dans (4h), comme si ces différences dépendaient de x et 
de y uniquement par l'intermédiaire de l’angle polaire 9, c’est-à-dire 
au moyen des formules (33) (p. 21). On y aura d’ailleurs, d’après (44), 


p'—p=—IrA(9—4), 
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- et, en tenant finalement compte aussi de (43), 
p'cos2y'— pcos2y = (p'— p)cos2x'+ p(cos2y'— cos 2%) 
— (sensiblement) (— IrAcos2y —cpsin2y)(0 — 90), 
p'sin2y’ — psin2y = (p'— p)sinay! + p(sin 2y'—sin2x) 
— (sensiblement) (—IrAsin2y + cpcos2y) (8 — 9). 
Les équations (45) seront alors, après une réduction immédiate, 


HAsin9 + IAÆsin(0—2%) + ck f cos(9 — 24) =0, 


— ITA cos 0 + ITA kcos(@—27) — ck . sin(@— 2y) =o. 


Multiplions-les respectivement soit par cos0, sin, soit par — sin0, 
cos; puis, chaque fois, ajoutons-les terme à terme. Résolues alors 


par rapport ene elles deviendront 
ce 
T/'A 


a s _ —ksin(28 — ay) 
(46) cp memes ti 1— kcos(26— 24). 


L’égalité des second et troisième membres donnera, en nous souve- 
nant que 0 est ici 0, et que = sing, 
| cos(20,—2y) _ sinpsin(28—2%') 


sin(24)—2y) I—sing cos (20, — 2x)’ 


ou bien, par l’évanouissement des dénominateurs, avec réduction 
immédiate et élimination de 27 au moyen de (19), 


sin(p+2i—2w—20,) =sing. 


Or, ici, la différence 27 — 2 — 20, des arcs des deux sinus est une 
petite quantité, puisque l’angle polaire 0, du plan critique est voisin 
de celui, 7— w, du mur idéal de la solution Rankine-Lévy; en sorte 


que l'égalité des deux sinus entraine l'annulation de cette différence. 
Il vient donc 


(47) =t— w, . 


GS SR RS ee ee 
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En d’autres termes, le plan critique 9 = 9,, séparant du gros du massif 
(où y! = y) le coin exceptionne!, contigu au mur, où l'asimut 4! varie, 
coincide forcément avec le mur idéal de la solution Rankine-Lévy. 
L’angle critique 9, se trouvant ainsi déterminé, la première équa- 
: / . M à ec = Dane rie 
tion (46), où cot (29,—2y) est la même chose que cot (£ — +) = tango, 
prend la forme 


= lang os 


et elle donne, en tenant compte de la valeur (37) de p, 


; c sina Cos(w— Lt) 
b egg 
Ce) 2 COS sin2% 


On aura donc, d’après (43) et (44), pour exprimer les deux incon- 
nues y’ et p’ du problème, les formules 


/ 


(48) x =14+ 2(0— 06), PL LR LS re 


ay. . 
cosgsin2ay — Le ra aay 


Il y reste l'unique arbitraire c, permettant de vérifier la condition (32) 
de glissement du sable contre le mur. 


V. — Cas d'un mur à plus grand fruit intérieur 
que n’est celui de la solution Rankine-Lévy. 


18. La nécessité, pour le plan critique 9 —0, limitant le coin 
sablonneux contigu au mur effectif, de coincider avec le mur ideal 
0 =z — w de la solution Rankine-Lévy, ne laisse aucune place à ce coin 
exceptionnel, et le rend par conséquent impossible, quand on donne 
>i, c’est-à-dire quand le fruit intérieur, tang’, du mur effectif, 
excède celui, tangz, du mur idéal. Le gros du massif, où y’ — y et 


p =p, s'étend done alors jusqu’au mur même; et la solution Rankine- 


Lévy est une solution zso/ée. Autrement dit, il n'existe aucun ensemble 
de petits termes correctifs qui, en s’adjoignant à cette solution, lui 
rende possible de satisfaire à la condition du glissement, contre le 
mur donné, de la couche sablonneuse contigue. 

On en conclut naturellement que cette couche, préservée d'un ébou- 
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lement immédiat par le frottement du mur, fera corps avec lui s’il com- 
mence à s’ébranler, ou devra lui être fictivement adjointe, comme un 
solide qui lui serait lié aux premiers instants de la chute. La rupture 
se fera donc dans le massif même et (si l’on y admet les lois simples 
d'état ébouleux des n° 12 à 15 Jusqu'à la base du mur) suivant la 
couche sablonneuse la plus proche possible, appuyée contre le bord 
inférieur du mur, sur laquelle le reste du massif tendra à glisser 
ou à rouler de haut en bas, en exerçant sur elle une poussée inclinée 
sous sa normale de l’angle maximum 9. 

On fait ainsi abstraction, comme il vient d’être dit, des perturba- 
tions pouvant provenir du terrain sous-jacent ou être dues à la base 
même du mur. Et la couche de rupture est alors celle dont le profil 
monte, à partir du bord inférieur de la face arrière du mur, en formant 
l'angle constant ¢, en fruit intérieur, avec la verticale ascendante. La 
poussée s’y calculera donc par la formule (31) (p. 18); et le coin de 
terre préservé de l’éboulement par le contact du mur, au premier 
instant de la chute, aura l’angle z’ — 7, avec sa pointe en bas. 


VI. — Cas d'un mur à fruit intérieur plus modéré, 
ou même d'un mur surplombant le massif. 


19, Mais passons au cas, seul usuel, où l’angle “ du mur donné avec 
la verticale (en fruit intérieur) est moindre que z. Nous appellerons 
alors à la petite étendue angulaire i — à du coin exceptionnel, contigu 
au mur, où l’azimut variable y’ et la pression moyenne p’ seront 
donnés à très peu près par (48). 

Avant de nous occuper du calcul de l'arbitraire ce qui y subsiste, 
cherchons de combien les petits termes en 0 — 0, accroissent les 
formules des trois pressions principales N,, N,, T relatives aux axes, 
pressions dont nous appellerons ici les valeurs totales N°, N°, T’, en 
continuant à désigner par N,, N,, T ces forces dans la solution Ran- 
kine-Lévy. 

Les formules générales (1)s’écriront évidemment 


(49) . N,=—p'(1+ kcos2y'), N,=—p'(1— kcos2y'), 
T= =p kesinays | 
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Il faudra y remplacer p’, y’ par leurs expressions (48) et calculer 
aux seconds membres, en procédant comme au n° 17 avant les for- 
mules (46), la partie linéaire en 0 — 0,, puisque tout ce qui serait 
d'un ordre de petitesse supérieur est censé négligeable dans notre 
analyse. 

Appelons respectivement 


We, es t 


cette partie qu’il faudra joindre à N,, N,, T dans tout le petit coin 
sablonneux d’angle 6 contigu au mur; et nous aurons aisément, en 
remplaçant finalement le petit arc 0 —0, par son sinus, substitution, 
évidemment permise ici, dont nous reconnaitrons bientôt l’avan- 
tage: ; 

CSIN® COS A : 
= oem eo") Ursin (8 — 0), 
csinw cos 6, 


cose Sin 2% [1— sin(o—2y)]Ilr sin (0 — 4), 


(50) Re 


__ esinw cos, 


cosy sin2y [cos(o —- 27)] Ursin (6 — 4). 


Ces formules deviennent très suggestives si l’on observe, d’une 


part, que, d’après (19), 9 — 2y = = — 20,, ou que 


1+sin(p — 2x), I—sin (9 — 24), cos (9 — 2x) 


valent respectivement 


2 COS? 4y, 2sin?6,, 2c0s 4) sin 6, 


et, d’autre part, que 
rsin(@— 6))==rsin@ cos — rcos@sin§,= y cos9,— x sin 4%; 


ear elles s’écrivent alors, en les condensant dans une formule 


triple, . 
2cIlsinw cos 9% 
coso sin2% 
Ann. Éc. Norm., (3). XXXIV.— FÉVRIER 1917. 5 


(51) (ist) = (cos? 8,,sin° 6, cos 8 Sin 9) (y cos 6,— æsin 65); 
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et, quelque notable que pusise être la différence 0 — 4,, elles vérifient 
intuitivement les conditions évidentes d’équilibre 


dt dn 
dnx + dt 10; — + Le == Os , 
dx dy dx dy. 
Par suite, en joignant ces valeurs (51) aN,, N,, T qui satisfont deja 
. i ere . ’ 1 
aux équations totales (2) d'équilibre, on aura des expressions N,,N,, 
T’ vérifiant celles-ci édentiquement. On pourra disposer alors du fac- 
teur constant c de manière, par exemple, à rendre la poussée sur le 
mur, pour 0 = 0, —0, inclinée de l’angle + sous la normale à ce mur 
prolongée; et il ne restera plus finalement qu’à s'assurer du degré 
d’approximation avec lequel se trouvera satisfaite la condition spéciale 
. Si sys . , ° x à NS 
exprimant que l’équilibre-limite est atteint dans tout le coin d'angle 0, 
ou que l’état du sable y devient ébouleux. 


20. Considérons d’abord la pression qu’exerce le gros du massif sur 
les divers éléments plans à profils émanés de l’origine et dont l'angle 
polaire est 0 ou, les cosinus directeurs, cos 0, sin 0. Leur normale, 


tirée du côté des y positifs, a l’angle polaire 0+- et les cosinus 


directeurs — sin 0, cosû. Les deux composantes, suivant les æ et 
les y, de la pression y sont donc, d’après des formules élémentaires, 


— N'sin0 + T'cosb, — T'sin0 + N;,cos 6; 


et elles donnent, par suite, respectivement, suivant la tangente à 
l'élément plan et suivant sa normale prolongée, les deux forces, 
tangentielle & et normale(— x), 


(52) | —— Ny Ne sin 20 + T'cos20, 


_N,+NS NN 
2 


RUN VE cos 28 + T'sin 26. 


Évaluons d’abord les valeurs partielles de & et de (— 3%) correspon- 
dant aux parties principales N,, N,, T de N!, y T', qui sont, 
d’après (49), 


(53) —p(1+sing cos2y), .—p(t—sing cos2y), 2 psing sin ay, 
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avec l'expression (37) de p (p. 22), savoir 


(54) Fo cone. Irsino cos 0 — Hrcos (9 +1) cos@ 
SEG S10 2% SING COS (@ + 20 — 20) COS@ COS (w — 1) 


où le troisième membre se déduit du second grace à la formule (19) 
et le quatrième du troisième par l’emploi de la relation (30). 
Il vient, pour ces parties principales, 


(55) G—psingsin2(9—%), — 2 —=p[1—singcos2(6—y)]. 
Or la formule (19) donne 


2(9—7)=2(0—%)-+ (E— 0); 


ce qui transforme presque immédiatement ces expressions (55) en 
celles-ci : 


6=psino[cosg —2sin (9, —8)sin (o + 0,— 9)], 
(56) fus COs © : 
— b=psing | Sues —2sin (8, —0) cos (9 + 0, — 4) | . 


Passons maintenant aux petites parties nz, 2,, t, données par (51), 
de N°, N,, I’, parties dans le facteur commun desquelles nous remet- 
trons rsin(0 — 0,)à la place de ycos®, — æsin0, et éliminerons r 
par les deux premiers membres de (54). Elles deviennent alors 


cos 0 : : 
SET (cos?0,, sin?6,, cos 4 sin 65). 


(57) (nz, n,,t)—=—2cpsinysin(8—6;) 
Portées dans (52), elles donnent, pour les valeurs partielles corres- 
pondantes de & et de — x, la formule double 


cos 99 


ons oct [cos (9, 0), = sin (@)— 0)]. 


(58) (6, —I&) =2cpsing sin?(%— 0) 
Joignons-les respectivement à (56); et nous aurons comme expres- 
sions définitives cherchées des deux composantes, tangentielle & et 
normale (— 3), de la poussée exercée par le massif sur l'unité d’aire 
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de l'élément plan, 


6,sin(9,—4 | 
cosg —2sin(%—06) [sin 0+). cos (5-8) || 


(5 SA cosg cos 0 
9) = 2/0 
: cosy ; cos sin S| |. 
— Ib=p sing } cane 2 sin (0, —0) | c05(9+5— 0)+- ST ENT at 


21. Exprimons, comme il a été indiqué ci-dessus, que, pour 
0—0,— à, c’est-à-dire contre le mur, cette poussée fait l'angle donné © 
du frottement à la fois intérieur et extérieur avec la normale pro- 
longée, ou que le rapport de & à — x est tang 9. Or, à part le facteur 
commun psing, & et —»x sont représentés par les deux accolades, 
dont le premier terme a déja, dans les deux formules, le rapport tango. 
Il faudra et il suffira, par suite, que le second terme, en sin(0, — D? 
offre le même rapport, ou qu’on ait, en faisant 0 = 0, — à, 


sin(o+d)coso cos(% — à) —ccos&sindcosd _ sing 
cos(® + 0)cosp cos(% —d)-+ ccos®sin?d — Cos’ 


(60) 


proportion d’où l’on tire aisément 


(61) _ Cospcos(o— à) 
~~ cos(o—d)cos® 
Par suite, c — 1 à la limite à — o. 

Portons cette valeur (61) de c dans l'expression (59) de & où l’on 
prendra pour 0 l’azimut 0, — à du mur; puis remplacons les deux pro- 
duits | 

28in(p+d)cos(p — 0), 2 sind cosd 


par sin29 a sin20 et par sin 20; enfin, substituons finalement au 
produit p cos, d'après le quatrième membre de (54), la valeur 


nr 25 + à) cos (0, — à) — yp SSP + à + À) cos(w —:') 
COS(@— 4) — cos(w — i — 0) ‘ 


| G 
Nous trouverons, pour la poussée & = cay exercée sur l’unité d’aire 
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cos(g+ 8) - 3 dé cos(w—w') cos(p +0) 
ce ae es Le) 


Il conviendra d'exprimer cette poussée @ en fonction des données 
immédiates de la question, qui sont : 1° l'angle w fait sur l'horizon 
par le talus sablonneux; 2° l'angle de frottement intérieur 9, constant 
dans l’ensemble du massif; et 3° enfin, l’excédent à, sur langle 
donné z’ du mur avec la verticale descendante (en fruit intérieur), de 


sa valeur singulière i définie par (r9) : de sorte que l’on a, en défi- 
nitive, 


sinw | 
sin aie 

On remplacera donc, dans le troisième membre de (62), à par cette 
valeur. 


(62 bis) d= 04 T2 fo + are sin > 


22. Il nous reste à voir jusqu’à quel point nos formules totales 
de N°, N°, T’, sommes respectives de leurs expressions (53) dans la 
solution Rankine-Lévy et des compléments (57), vérifient, à l’intérieur 
du coin sablonneux d’angle à, la relation spéciale à l’état ébouleux. 

On sait que, dans tout mode d'équilibre (limite ou non) d’un élé- 
ment de volume, avec distribution plane des pressions, l’angle, que 
jappellerai +’, fait en un point quelconque, avec la normale à l'élément 
plan qu’elle sollicite, par la pression qui s'y trouve la plus oblique à cet 
élément plan, a le carré de son sinus donné par la formule 


(N,— NP + AT 


(63) = = (N,N) 


(1) On reconnaît assez facilement, sous celte dernière forme, l'identité de cetle expres- 
sion à KItr, où K aurait la première valeur (123) donnée a la page 126 de mon Mémoire 
inséré en 1876 au Tome XL du Recueil des Savants étrangers de l’Académie royale de 
Belgique, Dans ce Mémoire, notre notation actuelle v’ s nt i et il faut y faire égal à y 

cos) 
cos(w +)’ 
, y est, d’après le bas de la page 111 et avec nos notations 


l'angle +, du frottement extérieur; enfin, un produit écrit tang G — 2) 
1— sing cos 
COS  Cos(w +b) 

cos(p+i+ 8) 


actuelles, le rapport ie) 


38 J. BOUSSINESQ. 


ae : 3 NE 

Or nous aurons ici pour N°, N,, T’, en laissant d’abord arbitraire la 

constante c, ou le coefficient du frottement extérieur du massif contre 

le mur, les trois produits du facteur commun (— psing) par les 
sommes respectives 


COS 4 


! Es = AT ie be 
sing + cos 27 —2csin(% Doc 0 
I : ; Cos toe ses 
(64) sing —= COS 2 21 sin (RE Pos 
, ' cos 0, 3 
SIN2Y —2C Mer Te à 


Substituons donc celles-ci à N,, N,, T’ dans (63); et, en divisant 
par sin?®, nous trouverons presque immédiatement, après multipli- 
cation haut et bas par cos*9 cos, 


sin? cos’ocos 0 — 2c cos cos§ cos6,sin(8,—0) cos(20,—2y) + c?cos?0,sin?(0,— 9) : 
sin?9 [coso cos§ — csing cos§, sin (4, — 8) |? 


Elle se simplifie en observant que, d’après (19) (p. 16), 20, — 2%, 

c'est-à-dire 21 — 20 — 2y, est le complément de 9, et en multipliant 

_ en outre, dans le second membre, par cos*o + sin? le dernier terme 
du numérateur. Cela donne _ 


65 igh le ecospcos4sin(G—6) |? 
fod) sin?g cosy cos§ — csing cos 6,sin( 0, — 06) 


La fraction à termes positifs dont le carré termine cette formule a 
son numérateur croissant à partir de zéro, quand la différence 0, — 0 
y varie de zéro à , et le premier terme, cos® cos, de son dénomina- 
teur, décroissant en même temps comme son facteur cos qui varie de 


cos®=cos(i—w)=cos(w—i) À  cos(, — à) — coS(w — +0); 


ces deux circonstances font grandir la fraction, résultat auquel coo- 

père encore la réduction de plus en plus grande du dénominateur due 

au second terme de celui-ci, terme qui a sa valeur absolue croissante 

comme sin(0, — 0). Ainsi le rapport de sing’ à sing excède l’unité 

sea tout le coin sablonneux, et d’autant plus qu'on est plus prés 
u mur, | 
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On voit d’atlleurs a toute valeur finie attribuée au facteur cons- 
tant c ne fait varier 9’, dans le coin sablonneux où 0, — 4 grandit de 
zéro à 6, que d’un accroissement, toujours positif, de I’ ue de 6? et, 
par conséquent, censé négligeable dans notre analyse. Au degré 
(approximation poursuivi, on a donc 9’=%, c’est-à-dire que l’état 
d'équilibre obtenu est à très peu près l’équilibre-limite cherché du 
massif homogène. 


23. Remplacons, dans (65), ¢ par la valeur (61), qui fait égal à © 


langle du frottement extérieur contre le mur; et il viendra immédia- 
tement 


sin? 9! iz | COS Cos()— 0) sin( 4, — 8) cs 
sin?o cos (9 — 0) cos? — sing cos (4 — à) sin (4) — @) 


(66) 


Contre le mur même, où 0 = 0, — à, la fraction dont le carré figure 
au second membre, et qui y prend sa plus forte valeur, acquiert haut 
et bas le facteur commun cos(0, — à), par la suppression duquel elle 
devient tango. On a donc, en appelant ® la plus forte valeur de 9’, 
celle qui se produit ainsi pour 0 = 0, -- 6, 
sing! sin Dee 1. à ” 0? 


: — =I+—+..., 
sing sing — cosd 2 


(67) (contre le mur) 


résultat extrêmement simple, permettant d'estimer le degré d’approxi- 
mation obtenu dans l’étude d’un massif ayant l’angle o be frottement. 


24. Mais il est évident que nos formules donnent aussi, sans que 
l’angle 8 du coin ait besoin d’être petit, l’expression exacte de l’état 
ébouleux en vue, pour un massif qui ne serait pas entièrement homo- 
gêne et aurait précisément, le long de chaque droite d'asimut 4 émanée 
de l’origine, langle de frottement intérieur ou de terre coulante 9’ 
défini par la formule (66), angle oi : peat du mur et dont 


le maximum ® a, d’après (67), le sinus © cog : le mur serait d’ailleurs 


censé un peu poli, juste au degré nécessaire pour que l’angle de frot- 


tement extérieur de ce massif hétérogène etit encore ta valeur 9, 


- arc sin (sin® cosd) 
moindre que ® dans le rapport ner ee 
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Un fait digne de remarque est la lenteur extréme avec laquelle varie 
en fonction de 0,4 mesure qu’on s’éloigne de la valeur critique O05: 
le rapport de & à (— 9%), c'est-à-dire l’obliquité des poussées que le 
massif exerce sur les divers éléments plans du coin sablon- 
neux émanés de l’origine. En ordonnant alors, dans-les accolades 
des seconds membres de (59), les deux coefficients totaux de 
— 2sin(0, — 0), suivant les puissances de (8, — 0), jusqu'aux termes 
du premier degré inclusivement, on voit que ces deux coefficients 
sont 


sing + (88) (cosy — ) el cos® — (4)— 9) sing. 


Ccoso 
Comme c s’y réduit, sauf erreur négligeable, à sa valeur limite qui, 
d’après (61), est 1, le premier revient à sin [1 — (0, — 9) tango] et 
son rapport au second est tang 9, comme celui des premiers termes 
des accolades. Le rapport de & a (— x) est done tnvariable ou, plus 
exactement, ne varie que de quantités de l’ordre de (6, — 9)°. 

Autrement dit, même en tenant compte des quantités de l’ordre de 
petitesse de (0, — 6)? ou comparables à 2?, tous les éléments plans du 
petit coin sablonneux émanés de l’origine éprouvent des pressions 
d’égale obliquité; et, quand on passe d’un plan à l’autre, la poussée 
qu'il subit tourne comme le plan lui-même, savoir de db. 

Cependant, da pression la plus inclinée en chaque point, ou présentant 
l’obliquité maxima mais variable 9’, tourne environ la moitié moins. 

# a 2 , x T o! 

En effet, son azimut alors variable, partout égal à y'+ (5 — 2), ne 
ae . ee Dee : 
diffère pas sensiblement de y'+ (5 — ?) et a son accroissement, d’un 
plan à l’autre, donné à peu près dans le coin sablonneux, d’après (43) 

Gr : 
(p: 29), par la formule ;dù — ~ db. 


Ce paradoxe apparent s’explique en observant que, dans la solution 
Rankine-Lévy prise à part, le rapport de & à (— x), fonction de 0 
continue qui atteint, pour 0 =), sa valeur maxima tango, ne pou- 
vait varier, comme le montrent d'ailleurs les formules correspon- 
dantes (56), que de quantités de l’ordre de (6, — 0)* dans tout le 
voisinage. Donc, les termes complémentaires (58) ne devaient intro- 
duire dans & et(— 3%), pour égaliser l’obliquité o aux deux limites 9=6,, 
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9—0,— à, que des parties du même ordre; ce qu'ils font grâce 
au facta? commun sin?(9,— 4). Mais il est tout de même curieux 
que les accroissements insensibles de +’, quand on passe d’un plan à 
l’autre, réduisent environ de moitié la rotation de la pression la plus 
oblique, relativement à ce qu'elle aurait da être dans un massif 
homogène. 


. _ VIL. — Introduction théorique de certains massifs, hétérogénes quant 

à l’angle de frottement intérieur, mais dont l’état ébouleux 
se calcule aisément, pour estimer par défaut et par excès 
la poussée limite du massif homogène proposé. 


25. Si l’on applique à un massif pratiquement homogène et ayant 
un angle donné 9 de frottement tant intérieur qu’extérieur (contre le 
mur qui le soutient), les formules ci-dessus, pour des valeurs de à un 
peu notables comme, par exemple, 15° ou 20° (donnant cos =0,9659 
et 0,9367 respectivement), sing ne sera guère que les 3° du sinus de 
l’angle maximum ®, contre le mur, de frottement rer du massif 

fictif pour lequel ces formules seraient exactes. Donc, en réglant la 
résistance du mur effectif sur ce qu’elle devrait être strictement pour 
_ce massif fictif, c’est-à-dire dans l'hypothèse de la poussée-limite (62), 
le mur pècherait par défaut de solidité ; car, 9’ étant supérieur à 9, le 
massif fictif a ses couches voisines du mur moins portées à s’ébouler 
que celles du massif réel. Mais il sera, au contraire, plus résistant 
qu’il n’est strictement nécessaire, si l’on applique la même for- 
mule (62) de poussée, en attribuant au maximum ® de & la valeur 
donnée de l’angle constant de frottement intérieur du massif réel et, 
par suite, à 9, ne les formules, la valeur plus petite dont le sinus 
serait alors sin® cosè. Il est clair, en effet, que la poussée-limite (62) 
serait alors celle d’un massif hétérogène fictif ayant ses frottements 
tant intérieur qu’extérieur moindres que ceux du massif réel et, par 
suite, moins résistant que celui-ci à l’éboulement. On aura done ainsi 
deux limites : l’une, par défaut, l’autre, par excès, comprenant entre 
elles la résistance effective minima que devra posséder, pour tenir 
bon, le mur de soutènement. 


26. Mais il peut ètre désirable, en général, que les évaluations, 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. —"FÉvRIER 1917. 6 
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l'une, par défaut, l’autre, par excès, de la poussée du massif homo- 
gène donné contre le mur, soient effectuées toutes les deux dans des 
hypothèses n’altérant pas la direction effective de cette poussée, c’est- 


a-dire laissant à l'angle de frottement extérieur, que l’on appelle d’or- 


dinaire 9,, sa vraie valeur donnée, laquelle est ici ® dans la seconde 
évaluation (ou évaluation par excès). Car la poussée effective et les 
deux limites considérées entre lesquelles on l’intercale, rendues ainsi 
pareilles en qualité où ne pouvant plus différer que par la grandeur, 
deviennent bien mieux comparables. 

D'ailleurs, quand il s’agit, en particulier, d’un mur de soutènement 
renversable par rotation autour d'un axe connu, le moment de la 
poussée par rapport à cet axe a plus d'importance que la poussée 
même; et ce qu’il y a lieu de chercher alors dans les deux évalua- 
tions, respectivement par défaut et-par exces, de ce moment, c'est, afin 
d’en réduire autant qu’on peut l’écart, l'évaluation La plus forte possible 
par défaut, mais la plus faible par exces. 

Or, dans la seconde évaluation, où ® est pris égal à l’angle de frot- 
tement du massif homogène donné, faire égal à 9, comme le supposent 
les formules (61), (62) et (67), l’angle &, de frottement extérieur, 
c’est prendre 9, plus petit que sa vraie valeur physique et abaisser 
peut-être sans nécessité, dans la seconde évaluation, la résistance du 
massif à l’éboulement, ou trop surévaluer la limite par excès soit de la 
poussée, soit de son moment, qu’il s’agit au contraire de réduire. 


27. Il y a donc lieu, pour plusieurs raisons, de ne pas prendre tou- 
jours ?,— 9 et, par suite, de ne pas attribuer toujours à c et à ® les 
formules (61), (67), mais plutôt de déterminer le coefficient con- 
stant c de manière que le rapport de & à (— x), dans (59), devienne 
tango, à la limite 9 — 0, — 6, l'angle de frottement extérieur 9, pou- 
vant être quelconque au-dessous de ®. | 

Posons alors, au lieu de (67), 


sin D 
(68) me ae Te tants, 


sin® cose — 


formule où ¢ sera ainsi un angle auxiliaire, aigu et positif, que l’on se 
réserve de déterminer ultérieurement. La formule (65) donne aisé- 


"Fit 
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ment, en y faisant 0 = 6,—6 et, par suite, o'=@® 


9 


c cos 6, sind cos? sin € 
COS (9 — 6) cose —ccos#sindsing cose’ 


relation d’où se tire l’expression de c, analogue à (61), 


6 RSR RE 
ae cos(@—e)cos4 sind 


Et les deux équations (9), divisées l’une par l’autre après multipli- 
cation de la seconde par tango, donnent alors, après quelques réduc- 
tions évidentes, 


tango, : COS(®—e) cosy — 2 sind [cos(p —¢) sin(p + 6) — sinecosd] 
tango cos(o—e)cos®—2sindtango[cos(p—e)cos(p+0)+sinesind] 


(70) 


Remplaçons, dans les quantités entre crochets, les produits de 
deux cosinus ou sinus par des demi-sommes ou des demi-différences ; 
puis introduisons les sinus ou cosinus de ¢ = «. Il viendra facilement 


tango, _ cos(@ —eé) — 2sindsin(g—e+ 0) 
sing  Cos®Cos(p —e) — 2sin0 sing cos(g—e+ 0) 


(71). 


iy cos(9—é-+ 20) 
~ cose — sing sin(@ —e +20) 


équation dont le troisième membre se déduit du second par les mêmes 
procédés. 

Telle me paraît être, sous les formes les plus simples, la relation 
existant entre 9, 6, cet ,, OU, Ce qui revient au même, entre 9, 6, Ÿ 


eto,. 


28. Prenons enfin égal à ®, comme il semble parfois convenable de 
le faire, l’angle », de frottement extérieur dans la seconde évaluation 
(ou évaluation par excès) de la poussée; ce qui, d’après (68), reviendra 
à poser 


: sin . [tango \? I 
(72) sing, = +; ou ET | = ——> 
COS € sin @ COS*E — Sin” 


Substituons au premier membre de cette dernière équation le carré 
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du troisième membre de (71); et, après l’évanouissement des déno- 
minateurs, puis quelques réductions évidentes, une extraction exacte 
de racine carré, suivie d’une division par cos ¢, donnera finalement, 
pour relier 9, € et à à ® ou #, qui sont connus, l'équation cherchée (') 


sin(o +20 —Ee) — aut == sin ®. 
La petitesse supposée des angles ® — 9, 6, € permet de conclure 
l'égalité des deux arcs ®, ® + aS — & de celle de leurs sinus. 
On aura donc, vu d’ ailleurs (62 bis) et en faisant 9, = ® dans (72), 
sina __ sing 


COS 
sing” sin® 


(73)  g+ 20 —e — D. cos(9+20—w+2t')= 


Les deux derniéres (75), multipliées membre à membre, donnent 


(74) cos cos(o+ 20 +20 sine 
= £ — Le ol . 
74 Lis sin ® 


Remplaçons-y +20 par sa valeur ® +e résultant de la pre- 
mière (73); et, en substituant au produit de deux cosinus Ja demi- 
somme de deux cosinus, il viendra 


5 De ae, ~ sin ® 
(75) cos ( @ + 2l' + 26) Deer: 


—cos(®—w+ 27’), 


relation à second membre tout connu, qui permettra d’obtenir l'angle 


® —w + 20’+ 2e ou, par suite, l’inconnue e. On en déduira 9 et à par 


la troisième équation (73) et par (74), qui donneront 


sin 
sin 


(76) sing — sin ® cose, cos(¢—w + 2f'+ 20) — 


Après quoi, là première équation (73) fournira une vérification de 
tous les calculs. 
nd le ne ee ee SM ES 


(1) Ces calculs montrent que, si l’on divise le troisième membre de (71), élevé au 
carré, par le fers membre de (72), il vient identiquement 


ange sing — cose sin(o —e +98) ]2 
ae ep | T2) 
lang? P LCOSE — slug sin(@ — 2+ 20) 


et que ® est le maximum de 1. 
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29. Évaluons maintenant (sans d’ailleurs faire tout de suite 9, = 0) 
la poussée exercée sur le mur, et, d'abord, sa composante tangentielle, 
que donnera la première formule (59) en y posant | 


Didi 06 0104. 
Nous aurons, vu la valeur (69) dec, 


te D SO res : | 
= ee | cos cos(o — €) — sind[2sin(o + d) cos(o —e) — 2sinecosô]|. 


Puis traitons par une méthode suivie plus haut (p. 43) les trois termes 
auxquels se réduit alors la quantité entre accolades et qui deviennent 
respectivement | 


cOs(20—e)+ cose cos(20+20—€)—cos(29—6) cos(2d—e)—cosé 
te >>, 
2 2 2 


Nous aurons, en réduisant, 


COS(2p +20 —E) + COS(20 — €) 
2 COS(p—E€) 


cos(o+20—e) 


77) ©=psing cos(@ — €) 


= pcososing 

On remarquera que dans le cas, traité d’abord, où l’angle de frot- 
tement extérieur était 9 et où le maximum ® de 9’ se trouvait donné 
par la formule (67), notre angle actuel € prend la valeur à. Et l’on 


voit qu’alors la formule (77) se confond bien avec celle qui a été 
obtenue pour ce cas au n° 21 (p. 37) et qui a donné 


cos(® + 0) 


(p + 
cos(9 — 0) 


sing =p COS © 

Enfin, nous aurons aisément la poussée par unité d’aire, que nous 
appellerons £’ afin de distinguer cette seconde évaluation, par exces, 
de la première, (62), qui était par défaut. Comme l'angle de frottement 
extérieur est ici ®, ®’ égalera le quotient de & par sin®, quotient où 
sing 
sin® 
siéme (73). Nous aurons donc, en procédant comme pour la for- 


l’on voit que s’introduira le rapport » égal à cose, d’après la troi- 
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mule (62), 


, cos(9 + 20 —e) 
(97 bis) @'— pcos COSE à 
x cos(w—i’) cos(9+2d0—e) 
=IIrcose cos(g +l HO eed Tcos(o—E) 
Il n’y aura plus qu’à y mettre pour €, et leurs valeurs précédem- 


ment obtenues (n° 28). 


30. Appliquons nos formules au cas pratiquement le plus simple et 
le plus important, celui d’un SA horizontal, soutenu par un 
mur vertical, où l’on aw = 0, t’= 0. 

Procédons d’abord à l'évaluation par défaut (62). La formule (62 bis 


y donne Ô — A 2, valeur très forte, même quand on prend 9= 45°, 
puisqu’elle atteint alors 5 g ou 22° = - On peut donc prévoir que l’assi- 


milation du massif homogène renee à nos massifs hétérogènes 
laissera beaucoup à désirer. La poussée (62) y est 


Pleine 
tang (7 +) sin (7 2) coe 1— sing ; 


8 —Hr = 
he 4 588 (=2 7) COS 9(1-+2Sin 9) 
2 


tang? (22° ~) = Va = (3 —a\/a) —0,1716 environ. 


Vo+r 


Evaluons maintenant @’. La formule (75), où w= 0 et 1’=0, devient 
D+oe— rx — D ou = 


et l’on trouve ensuite 


sing —sin®, 9—2_®2. 
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Il résulte donc du troisième membre de (77 bis) que 


ff ‘a sin ® cos® | 
(79) Tr ges ane (7 — 2). 


Pour ® = 45° =", il vient 


(31 


sing = = ou 9= 30", sin(® + 0) =—= (cosg + sing) = 
2 


v2 avo 


ef 


gr== Tir PUCES gy ANSE 0, 2989 Ir environ. 
3 + V3 6 

L'écart des deux coefficients numériques par défaut et par excès, 
0,1716, 0,2989, atteint 0,1273, c’est-à-dire presque les trois quarts 
du plus petit de ces nombres. 

Il reste évidemment le même, en valeur relative, quand on se borne 
au cas, assez ordinaire dans les expériences de laboratoire, où le mur 
se réduit à une mince paroi rigide, mobile autour d’une de ses hori- 
zontales, et où, par suite, la poussée n’influe sur l’équilibre que par 
sa composante normale ®cos® ou &cos®, dès lors seule à considérer. 
‘Appelons-la respectivement P et P’. Nous aurons 


* 1— sing A sin ® cos? ® aed 2) 
eS) Et trary et Es sin(® +) tang (7 2 


Il vient donc, pour 9 = 45°, | 


(81) pot 32? nr (5 V2 —2) = (0.1918) Ir 
et, pour ® = 45°, 


(82) ie  (0,9179) Tr. 
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VIII. — Solution pratique du problème de l'équilibre-limite, pour la 
masse sablonneuse que soutient d'un côté une mince paroi 
plane, mobile autour d’une de ses horizontales et maintenue, 
par exemple, au moyen d'un fil dont la tension est donnée 


à chaque instant. 


31. Dans ce cas particulier, où l’on ne considère que le moment de 


rotation de la poussée autour d’un axe horizontal déterminé et où, 


par suite, la poussée n'intervient que par sa composante suivant une 
direction connue, la limite supérieure de celle-ci la plus avantageuse, 
c’est-à-dire la plus faible ou la moins écartée de la limite inférieure, 
n’est généralement pas celle qu’on obtient en prenant 9, égal à ®, 
c’est-à-dire à l’angle de frottement intérieur connu du massif homo- 
gène proposé, mais en laissant arbitraire entre zéro et ® cet angle ¢, 
du frottement extérieur, de manière à pouvoir le choisir par la con- 
dition même de rendre aussi petite nie possible la Norte unique 
de poussée que l’on en a vue. | 
Quand il s’agit, notamment, d’une paroi plane mince, ét ae l’axe 
de rotation est dans son plan, ou que la composante à rendre mini- 
mum est la composante normale &cos®,, il est préférable d’y faire 
9, = 9 que 9, == ®, c’est-à-dire de prendre P’= % coso, en calculant @ 
par la formule (62), et en déduisant 9 de ® par la relation corréla- 
tive (67) (p. 39), où l’on mettra encore pour ® l’angle constant de 
frottement du massif homogène proposé. 
Dans le cas général d’un talus incliné ou de w > 0, quelques tâton- 
nements ou essais de valeurs de 9 conduiraient vite à la vraie valeur 
de cet angle. Mais, dans le cas simple, spécialement examiné ici, d’un 


terre-plein horizontal, avec mur vertical, où é= 7 ee az l’équation (67) 
donnera facilement 
(83) sing = (sind + VB + sin*®) sin®, 


Si, par exemple, ® = 45°, on aura 


, Vie 
sing = LV — 6, 64039, . ® = 39°4g'1; 


Rés 


Pe nS 2 
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et l'on déduira du dernier membre de la formule (78) 


8 P'— @ — Yr tase _ 7, 0,85961 _ f 
(84) cos 9 a an UT 06 = (0,1577) Ur, 


limite supérieure notablement moindre que (82) et dont l’excédent 
sur la limite inférieure (81) dépasse à peine les de ? l’excédent ana- 
logue de celle-ci (82). 


32. On aurait une limite supérieure encore plus basse, en laissant 9, 
indéterminé dans les formules (59) (p. 36), où nous faisons ici w nul, 


. ‘ > : T 1) 
et, par suite, d’après (62 bis), 6 = pa Nous prenons, en outre, 


© |-6 


> =i w= 7 — 


Enfin 0 =o contre la parol. 


Les formules (59) deviennent, grace a des réductions immédiates, 
85 © = “psing cos 5 (— T\—p(i—siny) 1— “sing ). 
(85) 5 P sing cos np 


Le rapport de & à (— x) étant tang®,, on aura donc 


tangg, _ e(1-+ sing) 
lango 2—csino’ 


relation d’où se tirera la valeur de c, 


86 ae 2 tang o, à 
ae ~ tangg+ sing(tangg + tang9,) 

Après quoi, l’expression (85) de (-- x), c’est-à-dire P’, deviendra, 
tous calculs faits, en y remplaçant d'ailleurs p par sa dernière 


valeur (54) (p. 35), réduite ici à ——— 


ee sing’ 


I— sing 
1 + sing + cos¢ tang pi 
Ann. Ev. Norm., (3), XXXIV. — FévRIER 1917. >) 


(87) P’=IIr 
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Appelons # le rapport constant de P’ à Iv. On aura, tout à la fois, 


I 1+ sing I+ sing 
By P= klir == ——— ———— tang pi. 
(87 bis) P'—KIT el FA tite +4 / ee 8% 
L’inverse du coefficient # grandit, comme on pouvait le prévoir, soit 
avec 9, soit avec 9,. 


33. Cherchons ce qu’est alors, pour 0 —0, c’est-à-dire contre la 
paroi verticale, le maximum ® de notre angle variable 9’, maximum 
évaluable par la formule (65), que l’on reconnaît aisément devenir, 
icl, 
ss uit + (ee 


Or, avec la valeur (86) de c, le produit ccosg et l'excès 2 —esing 
sont proportionnels a 


cosotango,, (1+ sing) tangg, 


a I— sing 
quantités dont le rapport est res tango. 


La formule (88) donne donc entrè 2, ®, et ® la relation simple 
(89) sin?® = sin? + (1— sing)? tang*g,. 


Par suite, en vue d’obtenir la meilleure limite supérieure P’ de la 
poussée normale P, on y fera ® égal à l’angle effectif de frottement 
du massif donné; et l’on déterminera ensuite 9 et &,, dans (89), de 
manière à rendre minimum l'expression (87) de P’, ou maximum 
l'inverse (87 bis) du coefficient 4. 

La formule (89), multipliée par cos?¢,, devient aisément, en retran- 
chant ensuite sin?o, cos?¢, des deux membres, 


(90) (sin?® — sin?9,) cos’ oi; = (sing — sin?o, }?. 


Comme ® sera constant dans cette équation, différentions-la en y 
. faisant varier 9 et 9,. Il vient presque aussitôt 


(90 bis) [(1— sino)? + (sin?d — sin?®)] sing, dsing, 
+ (sing — sin®9,)dsing=0; 
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ce qui montre que 9 et , grandissent en même temps pour 
sing <sin?o,, mais varient en sens inverses dès que sing dépasse 
sin’g,; ce qui aura lieu ici, où nous cherchons à rendre le plus grand 
possible, pour chaque valeur de ¢,, l'inverse de # et, par suite, sing, 
au dernier membre de (87 bis). 

Si 9, est choisi arbitrairement entre zéro et ®, il résultera pour 9 
de (90), en extrayant les racines carrées des deux membres et se 


bornant comme il vient d’être dit, à la plus forte valeur de sing, 
celle qui excéde sin?®,, 


(91) sing = sin?9,+ cos, V/sin? ® — sin’o,. 


34. Dans ‘ces conditions, ©, et © variant en sens contraires au 
dernier membre de (87 bis), Pinverse de Æ augmente à raison de 9, 
grandissant, mais diminue par le fait de © décroissant; et il atteindra le 
maximum cherché au moment où s’égaliseront ces deux effets opposés 
par l'annulation de sa différentielle totale. 

Mais il est plus simple d'éliminer d’abord &, de ce dernier membre 
Vsin?® — sin?® 


de (87 bis), en y substituant à tango, sa val ; 
(87 bis), y substituant à tango, sa valeur de 


que 
donne (89). Il vient ainsi 


. 1 __1+sinp | cospysin?® — sin?o — 
(92) k 1-- sing (1— sing)? ; 


et l’on annule ensuite la dérivée du second membre par rapport à sing. 


1 1 
Cette dérivée s’obtient aisément en substituant (1 + sing)*(1— sing)’ 
à cos®, puis réduisant tous les termes de la dérivée trouvée, au déno- 


minateur positif (1 — sing)? V1 —sin?9 ÿsin*®—sin?o, et considérant 
seulement, pour l’annuler, le numérateur total 


(93) 2 cos g\/sin? ® — sin?o + 2(sin?® — sin?®) — sing cos?®, 
identique a 
2 coso\/cos?@ — cos? ® + 2 cos?g — (2 + sing) cos’ ®. 


Quand 9 grandit dezéro a®, ce numérateur, dont les trois termes varient 
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évidemment en sens inverse de ©, décroit depuis 2 sin D(1 + sin®) 
jusqu’à — sin® cos? ®; et il est d’ abord positif, puis négatif, en s’annu- 
lant pour la valeur intermédiaire qui donne 


(94) 2 cos op cos? 9 — cos? ® = (2 + sing) cos’ ® — 2 cos*9, 


ou, par une élévation au carré suivie de la suppression du terme 
4 cos’o(cos?o — cos*®), puis du facteur cos?®, communs aux deux 


membres, et enfin de la substitution, à cos*9, de 1 — sin’9, 


(95) (2 + sing)? cos? — 4(1+ sing) (1 — sin?p) =o. 


35. L'expression (92) de l'inverse de Æ admet donc bien le maxi- 
mum cherché; et celui-ci se produit pour la valeur de sing, comprise 
entre zéro et sin®, qui satisfait à l’équation du troisième degré (95), 
valeur dont notre transformation prouve l'existence. 

Cette valeur est d’ailleurs unique. Posons, en effet, pour abréger, 
sing =u. La demi-dérivée en u du premier membre de (95) sera le 
trinome du second degré 


re (5 — sin? ® )u — 2 sin?®, 


négatif pour u =o et dont les deux racines sont, par suite, de signes 
contraires. 

Donc le premier membre de (95), négatif (égal à — 4 sin?®) pets 
u nul, décroit d’abord, pour u > 0, et puis g grandit définitivement, n'y 
passant ainsi qu'une fois par zéro. 

Cette même valeur donne, d’après (95), 


4 cos? (1+ sing) 


(2+sing)?? ? 


(95 bis) cos? D — 
expression rendant bien (93) identiquement égale à zéro. 
Pour obtenir pratiquement la racine sin, ou mieux 9, remplacons | 


d’abord, dans (/95 bis), cos?® par Tp) ce qui donne aisément 


I 
1+ tang 


tang’ ® I I + 
6 —— = Le af FL 
(98) tang’ 9 ‘+ Taney = 5 [9+ anet(Z £)|, 


Qt 
Ow 
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oy/o tang ® | 
no 
\/9+ tang (7 2) 


et observons que le second membre de celle-ci ne croitra que peu si 


tango — 


l’on remplace, au dénominateur, oe — 2) par la tangente de 


, . o 
angle un peu plus petit 7 > ——: On aura, de la sorte, une valeur 


approchée de tango a Er be à la vraie. 

UE Picirenent reconnu ('), sur un certain nombre d’exemples, 
comme on peut, du reste, le vérifier apres coup sur la formule (96), 
_que cette valeur approchée est en excès de 2’ seulement, sauf erreur 
inférieure à une demi-minute, pour toutes les valeurs de ® usuelles, 
comprises entre 19° et 48°. Donc la résolution de l’équation (95) se 
fera, avec une approximation très suffisante, par la formule 


2V92 tangd | 
@ 
(/ 9+ tang? (G-5) 


La valeur de 9 ainsi obtenue, ou vérifiant (96), dépassera sensible- 
ment celle qui résulte de l’équation (83) ou qui correspond à 9,= 9; 
et elle différera, par suite, de ® notablement moins que celle-la. Pour 
le reconnaitre, il suffit de se souvenir que, ® restant constant, ¢ et 9, 
varient, dans (go), en sens inverses, et de faire voir que la valeur 
de 9, correspondant à celle de 9 donnée par (95) ou (96) lui est sensi- 
blement inférieure; ce qui exigera évidemment que ¢ y soit plus grand 
qu’il n’est au moment où il égale ¢,. Et, en effet, la substitution du 
second membre de (95 bis) à cos*®, dans l’expression de tang, qui 
est, d’après (89), 


(97) tang(p + 2°) — 


ycos*g —cos*® 


(98) tang où = 1—sing 


(1) Dans un Mémoire de mars 1884 inséré aux Annales des Ponts et Chaussées (t. VU, 
Mémoire n° 26, p. 450). 
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donne 
tango: cos? ee sing 
(99) tango (2+sing) (1—sing) 2 + sing 


rapport toujours fortau-dessous de l’unité, puisqu'il grandit seulement 


9 i Re 
de = à = quand 9 croit de zéro à —- 
DES : 2 


36. L'expression (92) correspondante, maximum de l’inverse de &, 
devient de même, en remplaçant à la fin cos*o tango par 


| sing V(1+ sing) (1— sing) 
et réduisant, 


grea 2(1+ sing)? : 
oe) | k (1—sing) (2+ sing) 


D'où il résulte, pour le minimum demandé de #, la valeur 
— si 1 /1— sin r—sin 
i: ne ae 
21+ sing 1+ sing 4\i+sing/. I+ sing 


Les relations (87 bis) donneront donc, en définitive, 


(ror) CP —=KIEr, avec k= gang (7 — 2) | 3 + tangs 2) 
où + sera défini par (96) et calculable à très peu près par (97) en fonc- 
tion de l’angle de frottement intérieur ® donné. 

J'ai effectué ce calcul de & pour un certain nombre de valeurs de ®, 
allant de 20° à 50°, et je les ai comparées à celles du coefficient ana- 
logue dans la formule (84), donnant aussi pour P’ l'expression AIIr, 
mais où, d’après (84) et (83), 


1— sing 


à sin® ; . - 
(102) Re Gi avec sing= —— (sind + V8 + sin*®)- 


Par exemple, l’angle ® ayant les valeurs respectives 


20° 30° 4oe 50°, 
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j ai trouvé, pour ces dernières valeurs (102) de 4, 
- (103) k= 0,4704 0,3139 0,2013 0,1209 
et, pour les précédentes (101), 
(104) k—=0,4967 0,3021 0,1927 OT TOO! 
Celles-ci leur sont due inférieures respectivement de 


(105) 0,0137 0,0118 0, 0086 0,0096. 


J'ai comparé aussi, aux valeurs (102) de #, obtenues dans l'hypo- 
thèse o, = 9, les coefficients, que j’appellerai 4,, propres à fournir 
dans la même hypothèse 9, = 9 la limite inférieure P de la composante 
normale de poussée, et dont l'expression, d’après la première for- 
mule (80), est 
(106) RE ue 
mais avec 9 pris. égal à l'angle de frottement intérieur du massif 
homogène proposé, c’est-à-dire fait aussi grand que l'était ® dans 
les expressions ci-dessus de #£. J'ai ainsi trouvé 


(107) Kg== 0 3007 0,29 0 ,1563 0,0924. 


Les excédents, sur ces limites inférieures, des limites supé- 
rieures (103) obtenues dans la même hypothèse 9, = 9, sont respecti- 
vement 


(108) k — k,= 0,0797 … 00009 0,0450 0 0285. 
On remarquera que les + de ces différences & — 4, seraient 


0,0145 0,0116 0,0082 0,002 


ou ne différeraient des écarts (105) existant entre les deux évaluations 
par excès (103)et(104) que par le chiffre des dix-millièmes (et même 
assez peu sur ce chiffre pour les angles de frottement intérieur surpas- 
sant 20°). 
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Il est clair que le coefficient par lequel il faudra multiplier Ilr, pour 
avoir la composante normale de la poussée dans l’état d’équilibre-limite 
étudié, aura, comme valeur théorique la meilleure qui nous soit actuel- 
lement accessible, la moyenne arithmétique de l’évaluation 4, par défaut 
et de la plus petite évaluation par excès (101). Or celle-ci excédant #, 
des + environ de la différence £ — #, obtenue sans sortir de l'hypo- 
thèse 9, — © qui donne lieu aux calculs les plus simples, cette moyenne 
arithmétique, que nous pouvons appeler K, sera très sensiblement 


tn et tee 
(109) . K=k,+ 2 (k—h), 


avec #, et & donnés respectivement, le premier, par la formule (106), 
le second, par la première (102), qui est toute pareille, mais où & cesse 
de désigner l’angle constant de frottement intérieur du massif proposé, 
pour n’en devenir qu'une partie, celle que définit la seconde relation 
(102) où c’est maintenant ® qui représente l’angle de frottement inté- 
rieur donné du massif en vue. 

Si l’on fait, par exemple, ® = 45°, ce coefficient figurant au dernier 
membre de l'expression (84) ci-dessus de P’ est 0,1577, en excédent 
de 0,0364 sur celui 0,1213 qui figure dans l'expression (81) de P. Il 
vient donc, dans (109), 

k — k,= 0,0364, 
kj 0 Fa bos 
d’où | 
k= O0, 1362. 


Or, dans le même cas, l'équation (96), résolue soit par tatonnement, 
soit par la formule pratique (97), donnerait (en y posant ® = 45°) 
@= 43°1’; et Vexpression (101) de & vaudrait ensuite 0,1506. 
La moyenne arithmétique de ce résultat et de 4, == 0,1213 est 0,1360, 
que la valeur K obtenue, 0,1362, surpasse de 0,0002 seulement. 


37. Quand le terre-plein et la paroi ne sont pas, le premier, hori- 
zontal, la seconde, verticale, mais que, notamment, l’angle w du 
talus sur l'horizon est positif, il est toujours aisé d’exprimer, au 
- moyen des formules (59), prises pour 0 = 0, — à (c’est-à-dire contre 
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la paroi), que le rapport de & à (— x) égale la tangente d’un angle de 
frottement extérieur 9, inférieur à ®, puis, à cu, la valeur (62 bis), 
de déterminer le paramètre c en fonction de w, 7’, Dr Da. 

On dégage même, sans trop de caleuls, la Set existant entre les 
deux constantes 9, %,, d’une part, et, d’autre part, le maximum ® dev’, 
que fera toujours connaître la formule (65) en y posant 6=6,—6. 
Mais i] ne semble pas aussi facile de former, entre 9 et 9,, ou entre o 
et ®, l'équation, analogue à (95) ou (96), qui exprimerait le mini- 
mum de la composante normale P’ de poussée pour chaque valeur 
donnée de ®. La détermination directe de la moyenne KIIr entre cette 
limite supérieure P'= k'IIr, la plus faible que nous pussions obtenir, 
et la limite inférieure P = 4, II, supposerait donc, ce semble, de très 
laborieux calculs. 


38. Voici, du reste, les formules dont il s’agit ici. 

A la condition de remplacer, vers la fin des équations (59), les pro- 
duits 2sinécosé et 2sin?0 par sin20 et r— cos2¢, il vient, après 
avoir isolé c, 


csindcos# _ 2sin0 sin(g — 9, + 0) sing — cos sin(o — 9) 
(0) cos(@— 9) tango [sing,+ sin(20 — 9,)] 
__ sing,;— Sing cos(o — 9,+ 20) 
~ tangofsinp, + sin (20 — SU ae 


relation où le troisième membre se déduit du second en mettant, à la 
place du produit 2sinésin(g — 9, + à), la différence 


COS(p — Di) —cos(9 — pi + 20), 


puis en effectuant une réduction évidente, Or la substitution du 
troisième membre au premier, dans la formule (65) où l’on fera 
0—0,—0, o =, donne à son tour, si l’on a soin d'observer 
que + — 9, est l’excédent de fre 29 surg et de développer le 
sinus de cette différence, 

impose qd 

— sin(g—p+20) 

Ann. Ke, Norm., (3), XXXIV. — FÉVRIER 1917. 8 


(111) sin? ® = sin? 9 + | 
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Faisons évanouir le dénominateur et cette équation deviendra 


(112) sin*® sin?(o9— 0, + 26) =sin?9+sin?9,—2sin sing, COS(P — 1 +20). 


Celle-ci elle-même, divisée par sin?(9 —9, + 26), prend aisément la 
forme 


; __f sing—sing, |? 2sing sing, 4 
ads Re ee | 1 + COS( 9 — D, + 20) 


On remarquera qu’elle ne contient pas directement les deux con- 
stantes w, 7’ de la question, mais seulement leur fonction ù définie par 
l'équation (62 bis) ('). 

Divisant l'équation (111) par sin?g, introduisons, au premier 
membre, l’angle aigu et positif e défini au n° 27 par la formule (68). 
Il viendra immédiatement 


sine _ sing, — sing cos(? — 9, + 20) 
tange ou —— = — 
COSE sing sin(g — 9,-+ 20) 


et, par l’évanouissement des dénominateurs, 
sing, cose = sing COS(p — 9, + 20 —e). 


Divisons encore par cos € et rappelons-nous la formule (68). Nous 
aurons, pour exprimer le plus simplement possible les rapports de 9 
et de 9, à leur maximum commun 9, les deux formules 

sin Sin 9, 


sert 
(QUE sin® ‘06 sin ® 


= cos(9 — 0, + 20 —e), 
On voit qu’elles ne donnent 9, = 9 que pour « — à (?). 


39. Cherchons enfin la composante normale P’ de la poussée @, en 
RU nn RL sil er Lea a 


(1) J'avais déjà donné ces formules en 1884, au Tome VII (p. 447) des Annales des 
Ponts et Chaussées. 

(?) On aurait tiré bien plus vite de (71) la deuxième formule (114) en remplaçant, dans 
le dernier membre de (71), sing par sa valeur évidente sin æ cose et de plus, dans le 
premier membre, tang 9, par le rapport de sin $1 à COS, puis faisant évanouir les 
dénominateurs et réduisant. 
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divisant la formule (77) de sa composante tangentielle & par la valeur 
de tang9,, qui est, d’après (71) (p.43), 


sing Cos(p + 20 —e) 
cose — sing sin(@ + 20 —é) 


Vu la première (114), et si l’on remplace, comme au n° 21 (p. 37), 
PCos® par son expression en'p, que l’on appelle d’ailleurs # le coef- 


‘ Pp’ é nee ME ; : are atte 
ficient = dont il s’agirait de déterminer le minimum, il vient 


(115) =k’=cos(g+i'+ 0) pooh td stat hs ee Renee 207 38) |e 


cos(w—i'—d) cos(g—e 


L’angle +, du frottement extérieur s’en trouve éliminé, comme il 
l'était de la formule (92) propre au cas d’un terre-plein horizontal sou- 
tenu par un mur vertical. Mais il y figure les deux fonctions 6 et « 
de o; ce qui suffit pour rendre compliquée la dérivée de 4’; et l’annu- 
lation de cette dérivée doit conduire à une équation en + bien peu 
abordable. Même en faisant ” —o ou supposant le mur vertical, d’où 
il résulte 


kT oO+o'—w® LT . Sina 
= > — L—— où w’= arc sin — 
4 2 ; sing 
et 
. [TT O—w' +o 
COSMET RES ate 
É [1 — sin ® cos(w/— w+¢)], 


one (G—! + ae cos(o —e) 


2 


les calculs sont loin d’étre simples; car on a vu la peine qu’a donnée 
le cas élémentaire du terre-plein horizontal où s’annulaient w’ et, 
cas où, cependant, l’inverse, qu’il fallait rendre maximum, du coef- 
ficient # se réduisait à la formule (92 ). 


«40. Au contraire, l’autre limite supérieure, celle qui s'obtient dans 
l'hypothèse ¢,= 9 et qui serait généralisée de (102), se trouvera 
_ presque aussi facile à évaluer que la limite inférieure. 

Celle-ci pourra s’écrire 
P — kllr — cosy, 
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tee . ’ 
où @ recevra la troisième expression (62); en sorte que l’on aura, pour 


les massifs en pente, 
: cos(a—t') cos(p+ 0) 
(117) PRIT: avec ky=coso cos(p + + 0) 008 (w—t' — 0) COS (9 — 0) 


6 prenant d’ailleurs, en fonction de 9, w et v’, la valeur (62 bis) eto 
étant l’'angle constant, connu, de frottement intérieur du massif homo- 
gène donné. 

Quant à la limite supérieure P’= #ITr dont il s’agit maintenant, # y 
admettra la même formule que #,, ou sera encore le dernier membre 
de (117), toujours avec à exprimé par (62 bis); mais ¢ y sera choisi 
d’après l'équation (67), c’est-à-dire pris tel que | 


j' . Sin 
(117 bis) sing — sin® cos |" ee Shee (- SE great me) 


avec ® égal à l’angle connu de frottement intérieur donné, c’est-à-dire 
à la valeur qu'avait + dans le calcul de 4,. 

Quelques tatonnements seront peut-être inévitables pour résoudre 
l'équation (117 bis) en ©. Mais on aura déjà une première approxi- 
. mation, probablement suffisante toujours, en remplaçant 9 par ® 
même, dans le second membre de (117 bis). 


40 bis. Il est, à la vérité, peu supposable que la différence 4—4, 
des deux évaluations, par défaut et par excès, ainsi obtenues pour le 
coefficient pratique K de la formule KII7 de la composante normale 
de la poussée, continue à être environ, dans le rapport de 1149, à 
l'excédent analogue # — &, que l’on aurait en calculant #' par la con- 
dition de choisir l’angle 9, de frottement extérieur qui réduirait le 
plus possible cette différence # — #,. 


Le coefficient = du dernier terme de la formule (109) devrait donc 


être remplacé par une fraction (toujours moindre que =) variable avec.w 


et avec v'. Mais comme cependant, du moins pour?’ =o ou une paroi 
verticale, à tend vers zéro à mesure que grandit la déclivité w du talus, 
ce qui réduit de plus en plus le champ où 9’ s'écarte de 9 et, sans doute, 
l'amplitude même ®—+ de l’hétérogénéité de nos massifs théoriques, 
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les changements de cette fraction (a valeur initiale 2) n’auraient, sur 


le meilleur coefficient pratique K achoisir, qu’une influence de plus 
en plus effacée. On pourra donc, dans l’état actuel de nos connais- 
sances, appliquer à K, même pour les massifs en pente, la for- 
mule (109), en évaluant #, et & comme il vient d’être dit, ou sans 
sortir de l’hypothése 9, = 9. 

Il n’y aura pas, en opérant ainsi, d’erreur notable à craindre, du 
moins quand il s’agit d’un mur vertical, ou que ” =0; car la fraction 
variable considérée, à laquelle il est naturel d'attribuer une allure 
simple, une variation constamment de même sens, à mesure que 
grandit la déclivité w du talus, tend alors vers zéro et doit, par consé- 


quent, se maintenir constamment au-dessous de sa valeur initiale 2. 


41. Voici comment j'ai reconnu que sa valeur finale, correspondant 
aw infiniment peu inférieur à l’angle de frottement ou de terre cou- 
lante, est zéro. | 

Représentons-nous notre massif homogène, d’un angle donné de 
frottement intérieur, avec mur vertical; et attribuons à l’angle w, sur 
l'horizon, de sa surface libre, angle également connu, une différence « 
déterminée, mais extrémement faible, d’avec cet angle de frottement. 

Notre limite inférieure #, du coefficient K le concernant se formera 
donc en prenant pour ® et 9, l'angle de frottement donné, et en por- 
tant l’expression (62) de & (p. 37) dans la formule qui définit 4,, et 
qui est 

re ORR 
ne Lbs Ilr 
Il faudra poser d’ailleurs, en appelant « la petite différence © — w, tex 


connue, 
sinw = sin(g — x) — sinp— «cosy; 


d’où il résultera successivement 


sina 
sing 


7 Te nm T 
sin? (£—w')=1-sinte = aacotg, ET V2a«cot9; 
2 4 


_ 


sinw’ ou 


=1—«acotg, sin?w'=1—2acotg, 
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et enfin, d’après (62 bis), 


(118) p= 1/% cove — 2 = (sensiblement) 4/2 cote. 


Par suite, 


cos (9 + 0) = Cos9 d sing = (cos) (1p 0 tang g) =(coso) (11 / £iange ). 


Il vient donc, en observant que la petite différence « = 9 — w est 
négligeable à côté de à, ou que w peut, dans (62), remplacer 9 sans 
erreur sensible, 


cos(w — 0) 


L 
(119) a JS | = cos*w Re 2/2 tango |. 


De plus, la formule (67) donne 


2 


SR Ne ae if ares | 
sin ® — (sing) (1+ 5) =sing + cose = tange =sin 7 + > eee? =“ 


a 


c’est-à-dire, vu (118), 
0? a I 
P=9+ > Mes Sep Ut a AE A 0 


et, en retranchant w des deux membres, 


(120) D — ou pui (bu). 


II 
Hi Or 
— 

-6 
| 
€ 
— 


42. La limite inférieure &, de K étant ainsi exprimée par le dernier 
membre de (119), la limite supérieure #, que nous tirons également 
de l’hypothèse 9, = 9, s’obtiendra par les mêmes formules, mais où 
ce sera ®, devenu différent et que nous appellerons ©’, qu’on fera 
égal à l’angle de frottement intérieur donné. Et il lui correspondra 
de nouvelles valeurs, 9’, «’, 0’, k, de 9, a, à, ky, reliées à w et à ®’ de la 
mème manière que 9, «, à, 4, le sont à w et à ® par les formules ci- 
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dessus ('). On aura, notamment, à raison de la dernière (120), 


4 
(121) a! oug’—o= À (D — 0) = à, = \/% core’ =4/2 acote, 
k= (cos?w) € — 2/2! tango) = (costo) (1 yaartangs ). 


Enfin, la comparaison de la formule (119) de &, à celle-ci de & 
montre que 


k—k a Ne 
(122) = (1g) ava tangs = (0,211) Vaz Tange, 
rapport de l’ordre de petitesse de ya. 


43. Voyons maintenant ce que sera la limite supérieure X’ la plus 
petite possible, exprimée par le minimum du second membre de (116). 
La parité des deux équations qui définissent e et le complément de w’, 


savoir 

sin sin 

(123) cose=—— 5 pasts ge) es 
sin® 2 sin 9 


montre que, vu les petitesses de 9 — w et de ® — 9, « s’exprimera 
en o et ® comme = — w s’est exprimé ci-dessus (p. 61) en w et 9. 


Il faudra donc faire tout à la fois, dans (116), 


(124) = —u= 29 —0)cot#, e=V2(9—o)col®. 

Or ® doit être, ici, pris égal à l’angle de frottement donné et la diffé- 
rence ® — w vaut précisément notre petite constante «. La variable 
indépendante 9, forcément comprise entre w et ®, ne changera 
qu’extrémement peu. 


(1) Aucune confusion ne peut résulter de la notation 9’ employée ici pour désigner la 
nouvelle valeur constante de 9 ainsi envisagée, qui n’a rien de commun avec l'angle 
variable +’ (fonction de 8) du frottement intérieur de nos coins sablonneux hétérogènes 


contigus au mur de soutènement. 
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Aussi, après avoir substitué cotw à cot et à cot® dans (124), intro- 
duisons une variable auxiliaire » plus commode que 9, et destinée à 


” A . 7 
varier de zéro à —» en posant 


(125) Vo—o=Vasinp, V®—g=Vacosp. 


Les deux relations (124) deviendront 
(126) of = = — 2a cote sing, ¢=\V2acotw cosp. 


Portons ces valeurs de w’ et de € dans la formule (116), en observant 
que a, 9 —w, ®—g sont négligeables devant Va : ce qui permet, en 


sh Sane . ’ T° o+o w! 
particulier, de remplacer 9 par Le Le sinus de l’arc (F ei Te =) 
TN 
et les cosinus des deux arcs G — 2" — = et (w —w+e) 


vaudront respectivement 


cos (0 as VE cotw sin a). sin [w + /2@ cota (sinu — cosp)], 
ou bien : 
: a . a * 
cosw >= (sina / = cots sin zp = (cose) (: Se VE tango sing), 
(sinw) [1+ cotw 2a cote (sinp — cosu)]. . 
D’ailleurs, on trouve de méme 
cos(~ — €) = cosy + esing = (cos) (1+ ¢ tangg) = (cosw) (1+ ¢ tangw). 


Enfin, cose se réduit à l’unité, sauf erreur négligeable de l’ordre dea; 
et lefacteur — . 


1—sin®cos(w’—-w+e) ou 1—sinwcos(w!—w+e), 
prend successivement les formes 


1— sin?w [1 + cot 2% cote (sinp — cosp)| 


= cos? w 1 — 20 tanga (sin. —cosp)]. 
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La formule (116) devient donc, par l’effectuation, comme à l'ordinaire, 
du produit des facteurs voisins de l'unité, 


(127) kis cos?w (1 — 22a tangs sinp.). 


On voit que la plus petite valeur de # se produit pour p= = 
ou pour ¢=®, et qu’elle est 


(128) = cos?w (1— 22a tango). 


Elle se confond avec la limite inférieure £, donnée par (119). 

On a donc k’—k, =o, sauf erreur négligeable à côté de Va; et, 
vu (122), il vient bien 

. KA —RK 

(129) É lim es =a 

Pour prévoir que la limite 4, donnerait ici une poussée beaucoup 
plus approchée que la limite 4, il aurait suffi d’observer que l’angle 
effectif de frottement est acerû non seulement très peu [moins que du 
quart de «, d’après (120)|, mais aussi dans un coin d’héterogénéite très 
petit, en devenant, pour 4,, 9’ au lieu de +, tandis qu’en devenant 
(pour #) ® au licu de +, avec le D donné, il se trouve abaissé dans tout 
le massif, et, presque partout, du cinquième de & d’après la pre- 
mière (121), C'est-à-dire au moins autant en moyenne, sinon même 
beaucoup plus, qu'il avait été cres localement surélevé pour fy. 

On reconnait sur la formule (71) (p. 43) que, pour pv. allant de 


zéro à + ou © de w a ®, 9, ne s’écarte pas de ® dans un rap- 


port appréciable (non plus, du reste, que.) (‘). | 


(1) Pour trouver ¢ variable, il faut pousser le caleul de la formule (71) jusqu'aux 
termes de l'ordre de petitesse de &,— w, ou de ® —w =a ou, par conséquent, de e?. 
A cet effet, multipliant la formule (71) par sing et observant que gi — w,® — w sonLirès 


O1 — W È . 
petits, remplagons tang9, par tangw + ee el sing par (sinw) [1+ (¢—w) colw] 
Nous aurons 
+ ARS Lab _ (sinw)cos(p+20—e)[1+(p—w)cotw] 
(19 15 SS eee 


2 ne 62 q 
die 1— — —sinw sin(o + 26 —e) [1+(¢—w) colo] 
2. 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Mans 1917. 9 
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IX. — Rappel sommaire d'assez nombreuses vérifications expérimentales 
de la théorie. 


44. Une grande partie du Mémoire de 1884 cité plus haut (Annales 
des Ponts et Chaussées, t. VII, n° 26 : Complément a de précédentes notes 
sur la poussée des terres, p. 443 à 481) a été consacrée (oy et 
IV bis) a la discussion et au calcul d’un assez grand nombre d’expé- 
riences soignées, faites à diverses époques par M. l'ingénieur en chef” 
Gobin, par Georges Howard Darvin et, plus anciennement, par le lieu- 
tenant-colonel Audé, sur l’équilibre-limite de massifs composés ou de 
sable (soit gros, soit fin), ou de terre sablonneuse plus ou moins 
tassée, massifs à surface supérieure plane tantôt horizontale, tantôt 
montante à pentes diverses, ou même plongeante, qui se détendaient 
en avant par la rotation d’une paroi verticale mince, mobile autour 
d’un axe horizontal pris tantôt dans son plan, tantôt au devant du 
massif, et maintenue jusqu’au moment de l’éboulement par une force 
graduellement décroissante, connue à chaque instant. 

M. Gobin a trouvé par mesure directe 1,40 comme densité et 34° 
comme angle de frottement intérieur, pour le sable sur lequel ont 


ua 


. D'autre part, d’après (62 bis), 9 +20—e a la valeur w+ (£ — w'— <), que l’on 


peut écrire w + 8, si l'on appelle 8 le petit excès de TRE w’ sur €, exces évaluable par les 


formules (126), de même que ® — w l'est par la première (125). Alors le cosinus et le 
sinus de 9 + 20 — : deviennent respectivement 


(cos) (1 — giangu— À) et (sinw) (1+ Ben À). 


Enfin, au second membre de (130), le numérateur devient 


oes B2 | 
SIN W COS Ww [ — Ê lange — +(g—w) cote |, 


2 
et le dénominateur prend aisément la forme (cos? w)(1— y), si l’on pose 


g? 
— lang?w + (o — w) tangw + ——_. 
2 2 (9 ) . . 2 COS? w 


9 


y = B tangw — 


Or, au facteur 1 — 7 du dénominateur, on peut substituer un facteur (i— y) 1 ou 
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porté ses observations, tandis que cet angle, pour les deux sables très 
purs et très secs, l’un dit gros, l’autre extrafin, expérimentés autrefois 
par Audé, était dans les deux cas 33° 2, la pente du talus naturel y 
ayant été jugée égale a >; mais les densités correspondantes, malgré 
l'égalité de ces angles et la quasi-parité constatée des poussées obte- 
nues, ont paru valoir respectivement 1,47 et 1,35. Quant à la terre 


1+ y +7? au numérateur, el, après effectuation des calculs, le second membre de (130) 
devient simplement 
B2— €? ? 


4) 
(langw) | 1 — Fae = . 
2008? COS sinw 


La formule (130) donne done 
1 
Di — wo = (9 —w) — : (82 — e2) tango. 
Remplaçons » — w, 8, < par leurs valeurs 


a Sin? pw, 22 Cotw (Sinp.— cos), 2% COLw cos 1; 
et il viendra 
Di — W = 24 COS LH sin, 
ou, vu (125), 


VAUT) ~ (91-0) = V9) —v). 


sae us I : 
Ainsi, la demi-différence = (g\—w) est moyenne proportionnelle entre les deux 
intervalles partiels ® — 9 et & — w, dont la somme est D — w ou «. 
: ey: 1 ; 
Quand » va de w à ®, cette demi-différence 3 (o,—w) commence done par 


dépasser © — w, pour devenir égale à © —w au milieu de l'intervalle total, où 9, atteint 
son maximum , et pour décroitre ensuile jusqu'à zéro. 
Le minimum #' correspond a 


via 


U = —) y = ®, = 0; 
* 


le frottement intérieur y est donc le plus grand possible; mais le frottement extérieur, le 
plus petit possible. 
Quant à la limite supérieure particulière k, pour laquelle 8, = 9, la formule (131) y 


donne Ve —w = 2/6 — g, c'est-à-dire, d'après (125), 
wy | | 5 
tangy. = 2, &P—o=—(9:-w) et ebay eels 


comme l’indiquait, du reste, la première équalion (121) ou la première (120). 
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sablonneuse, plus ou moins tassée, sur laquelle Georges Hovard 
Darwin a fait ses observations, l’angle de frottement intérieur parais- 
sait y être environ 45°}, quand sa densité atteignait 1,55, et 40° 
lorsque, le tassement n’y étant produit que par le poids mème de la 
terre (versée peu à peu sans choc), la densité s’y réduisait à 1,40 et 
se montrait ainsi, très sensiblement, proportionnelle au sinus de 
l'angle de frottement. | - 

Dans tous ces cas, les résultats d'expérience ontconfirmé aussi com- 
plètement qu'on pouvait l’espérer l'exactitude des formules précé- 
dentes et, en particulier, l’expression pratique (109) du coefficient K, 
rapport de P à Ir pour une paroi verticale mince se renversant par 
rotation autour d’une de ses horizontales. 


45. J'avais, du reste, mais d’une manière un peu moins précise, 
déjà fait l'application des formules (102) et (106), remplacées par leur 
moyenne arithmétique, aux observations de G.-H. Darwin et de 
M. Gobin, dans deux articles antérieurs des mêmes Annales (t. VI, 
novembre 1883, p. 494 à 509 et 510 à 524). : 

Tant dans le second de ces articles que dans le Mémoire de 1884 
(n° IV dis), j'avais eu aussi à mettre en jeu la composante tangentielle 
de la poussée, prise égale au produit de la composante normale par la 
-tangente de l'angle donné de frottement intérieur, pour des observa- 
tions où l'axe horizontal de rotation se trouvait en avant de la paroi et 
faisait intervenir cette composante tangentielle dans l’équation de 
l'équilibre, comme il arrive, par exemple, quand la paroi est un mur 
vertical d'épaisseur constante (de bas en haut), se renversant par 
rotation autour de l’arête inférieure de sa face visible. L'accord s'y 
est encore montré constamment entre la théorie ci-dessus et les 
résultats observés, quoique certaines formules empiriques résumant 
des observations d’Audé présentent des discordances, mais pour des 
particularités accessoires où ces formules empiriques peuvent être 
regardées soit comme extrapolées, soit comme révélant des circon- 
stances complexes dont la théorie fait abstraction. Tel est, en particu- 
lier, le cas où celle-ci m’a conduit (n° 18, p. 32) à supposer entrainé 
en bloc avec le mur un coin de terre contigu ayant sa pointe en bas, 
coin que retenait sensiblement, dans sa chute, le frottement des deux 
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joues fixes de la caisse d’éxpériences, joues dont nous abstrayons 
ici l’existence. 

Il y a même certaines observations de M. Gobin qui ont eu pour 
objet la composante tangentielle seule de la poussée : ce sont celles où 
il mesurait la force nécessaire pour soulever un mince plateau vertical, 
immergé jusqu’à une certaine profondeur dans le sable en repos. Elles 
ont assez bien confirmé l'assimilation approximative de ce phénomène 
à un éboulemont par détente horizontale, malgré les nuances qui l'en 
distinguent. 

Les Mémoires cités des Annales des Ponts et Chaussées avaient été 
précédés, dans le même recueil, d’un autre (n° 29), au Tome HI (juin 
1882, p. 025 à 643) : « Sur la détermination de l'épaisseur minimum que 
doit avoir un mur vertical, d'une hauteur et d’une densité données, pour 
contenir un massif terreux, sans cohésion, dont la surface supérieure 
est horizontale ». J’y avais déjà indiqué les limites supérieures de la 
poussée qu’on obtient en employant les équations (89) et (go), mais 
sans en dégager l'équation du minimum (95) ou (96). Et M. l'ingé- 
nieur des Ponts et Chaussées Flamant s’était servi de mes formules pour 
expliquer comment avait pu tenir, durant la construction d’un pavage 
en bois de Regent Street à Londres, contrairement à ce qu’indiquaient 
les formules de poussée alors admises en Angleterre, un mur provi- 
soire extrémement léger de soutènement, composé de simples pavés 
de bois superposés. | 


46. J'examine enfin, dans les deux Mémoires ci-dessus traitant des 
expériences de M. Gobin, un phénomène plus complexe, qu'observait 
cet ingénieur en éloignant du massif sablonneux (supposé de niveau), 
par une petite translation horizontale, la paroi verticale qui le soutenait, 
et en provoquant ainsi la rupture du terre-plein suivant une surface 
cylindrique montante, issue du bas de la paroi et venant dessiner, à la 
surface libre, une fracture rectiligne dont la distance constante à la 
paroi se mesurait aisément. On en déduisait la pente moyenne de la 
surface de rupture; car, grâce à la petite translation de toute la paroi, 
la fracture partait presque du fond, et non pas d’un niveau sensi- 
blement plus élevé, comme il serait arrivé pour un éboulement dt à 
une simple rotation de la paroi autour de son arête inférieure. Le rap- 
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port de la distance existant entre la ligne superficielle de fracture et la 
paroi, à la hauteur de celle-ci au niveau du sol sablonneux, pouvait. 
done être confondu avec l’inclinaison moyenne de la surface de 
rupture comparativement à la verticale. 

Il est évident qu’alors, sur tous les éléments du profil de rupture, ou 
plutôt de la faille produite, la couche sablonneuse sous-jacente, restée 
en place, exerce une pression faisant, avec la normale au profil dirigée 
vers le haut, un angle aigu partout égal à l’angle de frottement inté- 
rieur, angle constant pour le massif proposé, mais qui, pour nos 
massifs partiellement hétérogènes théoriques, est 9 dans la partie. 
homogène, extérieure au coin sablonneux d’angle à contigu à la paroi 
et ayant sa pointe en haut, mais 9’ dans ce coin même, et alors décrois- 
sant, à partir du mur ou du fond, de ® à 9. ; | 

Pour chacun des deux massifs théoriques hétérogènes entre lesquels 
peut être censé s’intercaler le massif proposé, et dans chacun desquels 
le plan de séparation des deux parties homogène et hétérogène fait 
l'angle à = : — t 
formé, grace à la connaissance de 9’ donnée, par (66), pour tout coin 
élémentaire d’ouverture dû compris entre les deux angles polaires 0 
et 0 + dû, l'expression de +’ en fonction de l’angle 6, à tangente 


avec la verticale descendant du haut de la paroi, j'ai 


Y : i “ pe . 
valant =; expression à laquelle se relie simplement, en chaque point 


(x, y) du profil, le coefficient angulaire — se du profil lui-même. De 


= d 32 ‘ Vos : 
la résulte, entre — 7 et 2, Péquation différentielle de ce profil, 


concave vers le haut dans sa partie inférieure qui en est à peu près 
la moitié, rectiligne dans sa moitié supérieure, équation visiblement 
réductible à une équation linéaire sans second membre, mais dont 
l'intégration complète aboutirait peut-être difficilement ('). 

Un simple aperçu auquel je me suis borné attribue à la moitié infé- 
rieure courbe une pente moyenne moindre de quelques degrés que la 


() J'étudie cette équation au Chapitre IV d’un Mémoire encore inédit, complémentaire 
de celui-ci et où j’ai résumé d'assez longues recherches sur l’état ébouleux, d'un carac- 
tere plus particulièrement spéculatif, ou non encore susceptibles d'applications aussi 
précises que celles auxquelles est consacré le présent travail. 
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pente de la moitié supérieure rectiligne la surplombant presque, et 
- + TE . = 

dont l’angle avec la verticale ascendante est rite ds comme celui que 


fait avec la verticale descendante le plan même de séparation des deux 

parties homogène et hétérogène du massif théorique considéré. 
L'accord avec les résultats d'observation n’y est, à un examen atten- 

tf, pas moins satisfaisant que pour les autres éléments de la question. 


X. — Sur le principe de maximum dû à Coulomb et sur son utilisation 
pour un calcul approché de la poussée-limite, dans l'hypothèse 
d’une forme plane de la surface de rupture. 


47. On peut dégager, de la théorie de l’équilibre-limite des masses 
sablonneuses, la propriété suivante de maximum, qui est comme 
l'expression développée du principe du Prisme de plus grande poussée, 
émis et si ingénieusement utilisé par Coulomb en 1773 (Savants étran- 
gers de l’Académie des Sciences de Paris, t. VII, p. 359) : la poussée 
exercée effectivement sur la parot mobile, au moment où l’éboulement 
commence, s y exercerait de méme si le massif pulverulent se terminait 
à la surface de rupture qui, issue du bas de la paroi, monte alors, en 
sen éloignant, jusqu’à la surface libre ; et elle est la plus forte des pous- 
sées qui ont lieu à l'état d'équilibre-linute, quand le massif se trouve borné 
ainsi inférieurement par une surface rugueuse fixe quelconque, allant 
du bas du mur (c'est-à-dire de la paroi mobile) à la surface libre. 

Observons, pour le démontrer, que, dans le cas d’un massif indéfini 
derrière la paroi mobile, et passé a l’évat ébouleux où s’y trouvent 
partout vérifiées par les pressions, outre les conditions ordinaires 
d'équilibre, la relation caractéristique (63), la surface de rupture en 
question, que j’appellerai S, éprouve sur toute son étendue des pres- 
sions inclinées, par rapport à la normale, d’un angle égal à l’angle 
_ même, 9 ou 9’, du frottement intérieur des couches à travers lesquelles 
elle passe. Donc, le même mode d’équilibre-limite subsisterait, c’est- 
a-dire serait encore possible, si le prisme de terre qui se détache 
restait seul pulvérulent et s’éboulait en glissant contre la masse sous- 
jacente, supposée, au contraire, devenue solide. Et la poussée de la 
paroi contre le massif, dont nous appellerons ici @ la résultante inclinée 
de l'angle +, sur la normale à la paroi, se composera avec la pression 
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totale, que nous appellerons &, de cette masse sous-jacente dans 
l’étendue S, pour équilibrer le poids du massif sablonneux superposé ; 
en sorte que l’on pourra, si la surface S est, par exemple, un plan 
Winclinaison donnée, appliquer, suivant les deux sens horizontal et 
vertical, le principe des quantités de mouvement au calcul de la 
poussée @et de la pression &, dont les directions seront alors connues 
et dont les deux équations ainsi posées détermineront les grandeurs. 

Or soit S’ toute autre surface menée dans le massif, au-dessus ou 
au-dessous de S (ou même traversant S), mais toujours depuis le bas 
de la paroi jusqu’à la surface libre. Les pressions exercées sur ses 
divers éléments, dans le mode effectif d’équilibre déja considéré, 
feront évidemment avec la normale à ces éléments certains angles, y, 
généralement plus petits que angle maximum 9 ou ¢’. 

Si donc la partie du massif située au-dessous de S/ devenait solide et 
acquérait, en même temps, le degré précis de poli nécessaire pour 
que l’angle de son frottement contre le sable se réduisit partout aux 
valeurs y, ce même mode d’équilibre-limite subsisterait, serait encore 
possible, dans la masse supérieure à S’, restée, par hypothèse, pulvé- 
rulente : par conséquent, la poussée contre la paroi mobile serait encore 
celle, ®, qui s’y exerce lors d’un commencement de renversement. 
Mais il n’en sera plus nécessairement de même si l’on restitue à la 
partie du massif inférieure à S’, devenue ainsi solide et fixe, son degré 
naturel de rugosité, correspondant à l’angle ¢ ou &’ de frottement contre 
le sable voisin situé au-dessus; car-alors elle pourra retenir davantage 
celui-ci et, par suite, réduire la poussée contre la paroi à une force 
moindre que ®. C’est dire que la solidification de la surface S’ affaiblira 
la poussée-limite, s’il lui arrive de la changer. 

Ainsi, la surface de rupture effective S est bien, de toutes les sur- 
faces imaginables montant depuis le bas de la paroi jusqu’à la surface 
libre, celle sur laquelle le glissement du massif sablonneux superposé 
laisse le poids de ce massif exercer la plus forte poussée & contre la 
paroi mobile. | | 

En résumé ou plus simplement, toute paroi rugueuse fie allant du 
bas du mur à la surface libre, et que l’on suppose introduite dans le 
massif pulvérulent censé d’abord de profondeur indéfinie, ou bien 
s'éloigne assez vite du mur pour ne pas y modifier l’équilibre-limite et la 
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poussée du massif, ou bien, si-elle en est plus proche, crée des frotte- 
ments supplémentaires, des résistances à l’éboulement, qui réduisent la 
poussée ©. On conçoit donc que celle-ci, en l’absence d’une telle paroi, 
soit la plus grande des poussées-limite auxquelles donne lieu sa pré- 
sence, savoir, celle qui se produit quand la paroi atteint la rapidité 
d’éloignement où cesse d’être sensible son effet sur l’état ébouleux 
près du mur. Au delà, la poussée sur le mur commencerait à décroitre 
si les grains de sable s’éboulaient dans une région aussi lointaine, 
comme on le suppose quand on applique la méthode de Coulomb à un 
plan de rupture s’y trouvant Aypothetiquement situé. Mais de fait, ils 
y restent fixes; et cette application est purement fictive, c’est-à-dire 
que l'état pulvérulent de la masse sablonneuse suffit pour y maintenir 
l'équilibre comme le ferait l’état solide. 


48. Théoriquement, la surface S et le maximum @ doivent pouvoir 
s’obtenir par la règle usuelle des maxima et des minima, consistant 
à exprimer que la fonction ® n’éprouve, dans le voisinage d’une telle 
valeur, que des variations du second ordre de petitesse. Imaginons, 
en effet, que l’on trace toutes les surfaces cylindriques S’ peu 
différentes de S, surfaces passant au-dessus ou au-dessous de S a 
des distances que nous regarderons comme du premier ordre de 
petitesse; et concevons réalisé l’état d’équilibre-limite pour le massif 
censé s'étendre indéfiniment en dessous. Toutes ces surfaces voisines 
de S y supportent des pressions ayant l’obliquité maxima 9 ou 9’, 
à des différences près du second ordre; car elles font, par raison de 
continuité, des angles du premier ordre avec les éléments plans de 
direction peu différente qui, aux mêmes points, subissent des pressions 
inclinées de l'angle + ou 2’ sur leur normale, et cet angle ¢ ou 9’, étant 
maximum, reste sensiblement le même pour tous les éléments plans 
d'une orientation voisine. Il suit donc de la que, à des infiniment petits 
prés du second ordre, le mode d’équilibre-limite et la poussée ®, qui 
ont lieu quand le massif est inférieurement indéfini ou quand il se 
termine à la surface S, ont lieu aussi quand il se termine à des surfaces 
infiniment voisines quelconques S’, au-dessous desquelles on le con- 
cevrait solidifié. 

Par conséquent, la poussée n’éprouve, d’un de ces cas à l’autre, que 
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des variations du second ordre de petitesse. Et si enfin, d’une part, 
on suppose, comme il arrive toujours, dans la pratique, aux murs de 
soutènement, la paroi mobile assez peu inclinée sur la verticale pour 
qu’une des deux surfaces de rupture lui soit contigue; sl, d’autre part, 
on attribue successivement au massif, comme limite inférieure, toutes 
les surfaces de rupture qui s’y produisent quand il est borné, à partir 
du bas de la paroi, par des surfaces d’abord presque verticales, mais 
ensuite de moins en moins rapidement montantes, la poussée ®, contre 
la paroi, du coin de terre qui se détache, cessera de croître et vérifiera 
la condition ordinaire (de quasi-invariabilité) des maxima et des 
minima, au moment où la surface de rupture atteindra la position 
effective S qu’elle a dans le massif indéfini. Or tel est bien, au fond, le 
principe du prisme de plus grande poussée. 


49. Seulement sa mise en œuvre, qui consiste à calculer les 
poussées correspondant à des surfaces de rupture quelconques, 
au-dessous desquelles il y aurait solidification du massif, et à chercher 
ensuite leur maximum, serait évidemment plus compliquée que l'inté- 
gration même des équations de l’équilibre-limite du massif ërdéfint 
proposé; puisqu'elle exigerait l'étude de ce que devient cet équilibre 
quand on introduit une paroi de plus, la surface même supposée de 
rupture ('). Aussi n'est-ce qu'en recourant à l'hypothèse, arbitraire 
a priort et inexacte, d’une forme plane de cette surface, que Coulomb 
a pu tirer parti de la propriété de maximum dont il avait eu l’intui- 
tion (*). Or la poussée la plus forte déterminée dans une supposition 


(1) De fait, une telle solidification, si elle survenait au-dessus de la surface S (déter- 
minée pour le massif inférieurement indéfini), obligerait la surface effective de rupture 
du massif restant, à se relever, et influerait ainsi sur l’équilibre-limite, en réduisant la 
poussée À. Mais elle serail vraisemblablement sans influence sensible, comme on vient de 
dire, si elle n’atteignait que des parties du massif situées au-dessous de S, puisqu’une 
solidification fictive de leur totalité équivaut,.pour le massif partiel situé au-dessus de S, 
à introduire la condition de glissement de ce massif contre la surface S, condition 
satisfaite d'elle-même dans le massif proposé indéfini inférieurement. 

(2) Coulomb a, d’ailleurs, pressenti que la surface de rupture devait avoir une conca- 
vité sensible, comme on le voit par le n° XV de son Mémoire (p. 367 à 369). Mais la 
tentative qu'il y fait pour en déterminer la forme est viciée par l'hypothèse d'une division 
du massif en couches verticales sur le point de glisser les unes contre les autres, hypo- 
thèse qui implique, pour la surface de rupture, l’inelinaison tange sur l'horizon et, par 
conséquent, une forme plane. 


POUSSÉE DES TERRES DANS UN MASSIF DE SABLE. pu 


aussi restrictive n’est plus qu'une sorte de maximum relatif, n’attei- 
gnant pas le maximum absolu demandé et constituant seulement une 
approximation par défaut de la poussée vraie, c’est-à-dire une 
approximation qui manque de sécurité, 

C’est ce que reconnaissait déjà Coulomb au n° XIV de son Mémoire 
(p- 365 et 362), où il se décidait (au risque de dépasser très notable- 
ment le but) à négliger le frottement du mur pour renforcer des résul- 
tats déduits de l'hypothèse d’une rupture plane. Il ne faudra done 
recourir à celle-ci que sous réserve et dans les cas où la théorie nou- 
velle, plus complète, de l’équilibre-limite se heurterait à des diffi- 
cultés d'intégration insurmontables. 


50. Mais alors on pourra l’employer, en raison de la faible variabi- 
lité de la poussée aux environs du maximum. En effet, la surface de 
rupture S ne devant avoir, en général, que des courbures modérées, 
un plan mené par l’arête inférieure de la paroi de manière à aller couper 
cette surface de rupture vers le milieu de sa hauteur, ou un peu 
au-dessus, ne s’en écartera considérablement nulle part et sera 
presque, lors de l’équilibre-limite du massif, dans le cas de toutes les 
surfaces continues voisines de S, sur lesquelles l’inclinaison tangy 
des pressions par rapport à leurs normales atteint la valeur tang 9 à 
des écarts près du second ordre, © désignant l’angle de frottement 
intérieur du massif homogène proposé. La moyenne des valeurs 
de tang y sur un tel plan, si l’on appelle ainsi le rapport de la compo- 
sante tangentielle de la pression totale R qu’y exerce (à travers le 
plan) la matière sablonneuse sous-jacente, à sa composante normale, 
doit donc être peu inférieure à tango; et, si l’on calcule alors la 
poussée @ comme on le fait d’après Coulomb et Poncelet, dans la 
supposition que ce rapport égale tango, la valeur obtenue pour @ ne 
peut évidemment pas se trouver beaucoup plus faible que la vraie. 

Ainsi l'hypothèse d’une rupture plane, lorsqu'on se contente de 
lui demander une approximation par défaut de la poussée, constitue 
une précieuse ressource ('). 

RE 

(1) On peut voir, pour plus de détails à ce sujet, le dernier des Mémoires cilés 
ci-dessus (n° 38) des Annales des Ponts et Chaussées (t. VIT, p. 474 à 481). Par 
exemple, pour le sable expérimenté par M. Gobin, où l’on avait 9 = 34°, el dans le cas 
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51. En résumé, le principe de Coulomb est justifié quand on admet 
celui de la nouvelle théorie, savoir : l'établissement presque instantané de 
l'état ébouleux dans tout le coin de terre qui'se détache et un peu 
au delà. Réciproquement, le principe de Coulomb, impliquant l'hypo- 
thèse qu’il se produise, des le commencement du renversement, deux 
surfaces de rupture, l’une contigué ou presque contigué à la paroi 
mobile, l’autre s’en éloignant, et, toutes les deux, allant depuis le bas 
de la paroi jusqu’à la ue libre, conduit à supposer que l'état 
ébouleux existe ou se propage rapidement dans la masse sablonneuse, 
jusqu'aux limites de son extension acceptées dans la nouvelle théorie. 
Il oblige même à admettre explicitement la réalisation d’un tel état 
ébouleux dans tout le prisme qui se détache, quand, pour déterminer 
la position du centre de poussée, on suppose des surfaces de rupture 
(au moins ébauchées) produites à toutes les hauteurs au-dessus de 
celle qui s'éloigne le plus de la paroi en partant de son arête infé- 
ricure. 


Il y a donc parfait accord entre la base de l’ancienne théorie et celle 
de la nouvelle ('). 


ordinaire d’un terre-plein horizontal contenu par une paroi verticale, où notre for- 
mule (109) donne bases 231, l'hypothèse d'une surface plane de rupture conduit a 
prendre 0,2:43 ou =, environ en moins, tandis que l’expérience a indiqué | 


ae == ?) X 0,804 = 0,2827 X 0,804 = 0,227. 
À 


L’angle du plan ainsi calculé de rupture avec la verticale ascendante a été 33°13’, au 
lieu de 30°57’ environ que j'ai oblenu pour la corde du profil concave de la surface 
effective de rupture, en assimilant à un are de cercle sa moitié inférieure courbe : 
l'expérience avait donné à M. Gobin 28°22' seulement, valeur dont l’abaissement peut 
bien tenir un peu au frottement, négligé ici, des deux joues fixes de la caisse d’expé- 
riences, mais doit surtout étre apparent ot dû à ce que le frottement du fond de la caisse 
aura empêché la faille de partir d'aussi bas et lui aura sans doute, par la supposition 
qu'elle en partait, fait attribuer plus de pente qu’elle n’en avait réellement, à en juger 
par son écart superficiel d'avec la paroi mobile. 

(1) Diverses parties du présent Mémoire ont été résumées dans six Notes AT aux 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences (t. 164, 30 avril, 7 et 14 mai, 
4 et 18 juin 1917, p. 657, 698, 755, et 929; t 165, 2 juillet 1917, p. 5). : 
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Remarque sur l'emploi de l’équation (10) (p. 11) pour déterminer, à partir 
d’une solution particulière donnée d'un problème d'état ébouleux, 
l’ortentation approchée des pressions principales dans les solutions 
voisines. 


92. Le Chapitre IV de ce Mémoire (p. 18 à 31), basé sur l'emploi de 
l'équation (10) pour obtenir par approximation les solutions du pro- 
blème de l’état ébouleux voisines de la solution Rankine-Lévy, montre 
que cette équation (10), d'où la pression moyenne p n’est pas éliminée, 
sera néanmoins très propre à faire connaître, par un calcul d’approxi- 
mation, l’azimut y de la pression principale la plus forte, dans les 
solutions qui se trouveront voisines d’une solution particulière donnée. 
Car, dans toutes ces solutions voisines, la fonction p propre à la 
solution particulière connue constituera une valeur approchée du 
premier membre de (ro) et, par conséquent, du rapport du numé- 
rateur 2(XE — YD), fonction linéaire des dérivées premières de y, 


j - dD dE ; pnts 
au dénominateur —- — — — kA, y, fonction analogue des dérivées 
dy dx ade 


secondes. Et l’on aura ainsi, du moins en tant qu’approchée, l’équa- 
tion du second ordre aux dérivées partielles cherchée en vain au 
Chapitre IT pour le cas général, où pareille équation n’existe pas. 

Par exemple, si la solution particulière donnée dont il s’agit est la 
solution Rankine-Lévy, et que y y désigne la première valeur con- 
stante (15), p l'expression correspondante de la pression moyenne, 
‘y! Vazimut dans une solution voisine, partout peu différent de x et à 
dérivées partielles en x et y petites, il résultera des formules C = cos2y’, 
S =sin2y’, pour les deux dernières (4), 


avec S et C désormais constants, c’est-à-dire réductibles à cos27, sin27. 
‘ . . 
On aura, par suite, 


. db dE = dy! ded = dy! 
go ma a) —*8 


78 J. BOUSSINESQ. 


et l'équation (ro), ou mieux (9), divisée par p, deviendra . 


Rae ary dy! ey, 
(132) : (SE - TE) TE k Ayy 


Lee, SANTA se) 4] 
=3|(xo+ vs) + cas Yo) 


= “= EC +o) + és sin(27 + »)], 
équation aux dérivées partielles linéaire, en 7’ seul, mais à coef- 
ficients variables comme l'inverse de p dans les termes affectés des 
dérivées premières de y’. 

Si actuellement, on suppose y’ fonction uniquement de 0, les for- 
mules du n° 14 transformeront cette équation en celle-ci, 


cos(2x — 20) —k d'y! 2sin(27 — 20) dy! 
pe de? 7 dd 
__ 211 sin(24+ 0 — 8) dy 
PUY r ‘do’ 


(133 ) 


que l’on reconnaît immédiatement revenir à (38). 


Complément à la Note des pages 66 et 67. 


53. Quand la déclivité w du talus est supposée voisine à la fois deg 
et de ®, ou que les formules (124), (126) sont applicables, l’hypo- 
thèse de verticalité du mur fait presque annuler à et, visiblement, - 
l'équilibre du massif exige un angle de frottement extérieur 9, très 
voisin de w, ou une différence 9, — w comparable à ® — © — « et 
négligeable devant Va. | | 

Dès lors, l'expression de 9, — w s'obtient presque sans calculs, en 
partant de la seconde formule (1 14) qui exprime de la manière la plus 
concise les rapports mutuels de 9, 9, et ®('). Remplacons-y, d’une 


(1) A l'occasion de la seconde formule (114), où figure si naturellement l'angle e, 
observons que cet angle e, dont le cosinus est le rapport at, définit, en quelque sorte, 
l'amplitude de l’hétérogénéité de nos massifs fictifs, c’est-à-dire l'écart relatif de ga Ÿ, 
tandis que l’angle à représente le champ ou le*siége de la même hétérogénéité. 
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part, au premier membre, &, par © + (9,—) et ® par © + «; ce qui, 
changeant sing, et sin® en 


(sinw)[1-+ (¢,—)cotw], (sinw)(1+ colo), 
donne, pour leur quotient, 
(134) 1 + (9,— 0 — a) colo. 


D’autre part, substituons dans le second membre, d’après (62 bis), 
le complément de w’ — w à & + 20; et appliquons les formules (126), 
qui donneront au méme second membre la forme 


cos| (o,— w) + V2 cote (cosp sine) |: 


Or l’égalité à (134) de ce cosinus montre que l’arc en est comparable 
à ¥w+a—o,=V®— o,. Dès lors, la partie 9, —w de l’arc en 
question, partie comparable à ©, — ® ou à ® — o,, est d’un ordre de 
petitesse supérieur et disparait, par suite, devant l’autre partie. Le 
second membre se trouve ainsi réduit à 


cos|V2a cote (sin p. — cosp) | =1— ¢cotw(sinp — cosp)?. 


Comparons-le au premier membre (134). Il viendra bien, par la sup- 
P Is P 
pression du terme commun 1 et, puis, par celle du facteur commun 
cotw, la formule cherchée 


(135) g,—w =a[1— (sine — cosp)?] = 2acospsiny. 


—— 000 


LA VIE ET L'ŒUVRE DE GASTON DARBOUX, 


Par M. Emme PICARD. 


De tous les hommes de science, les mathématiciens sont ceux dont 
les travaux, en dehors de quelques applications d’ordre pratique, sont 
le plus inaccessibles au grand public, qui ne se rend que bien vague- 
ment compte de l’objet de leurs recherches. Depuis longtemps, les 
Mathématiques ont perdu tout caractère expérimental, et la déduction 
y travaille sur des concepts lentement élaborés dans les âges anté- 
rieurs. Il n’en faut cependant pas conclure que les mathématiciens 
purs restent nécessairement perdus dans leurs symboles, loin de toute 
réalité. Dans l’antiquité grecque, la science idéale de la Géométrie, 
étudiant des objets rationnellement construits, ne perd pas contact 
avec l’intuition spatiale dont elle tire toutes ses conceptions, et 
l’instrument mathématique est tout naturellement utilisé pour une 
connaissance générale de l'Univers. Dans des temps plus récents, par 
exemple chez nos grands géomètres physiciens de la première moitié 
du siècle dernier, l'étude approfondie de la nature apparaît comme la 
source la plus féconde des découvertes mathématiques, et la Physique 
fut souvent l’origine première de grandes théories analytiques. Il faut 
ajouter que, dans notre vision actuelle du monde, l’Analyse mathéma- 
tique reste un instrument indispensable aux progrès des théories 
physiques, offrant aux physiciens des moules pour leurs vues théo- 
riques ; en échange, les physiciens rendent aux mathématiciens un 
_ service d’un haut prix, en les guidant dans l’infinie variété des formes 
que conçoit notre esprit et les empêchant à certaines heures d’errer à 
l'aventure. La Mathématique n'apparait plus alors comme la science 
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étrange et mystérieuse que se représentent tant de gens ; elle est une 
pièce essentielle dans l'édification de la philosophie naturelle. 

Si importantes que soient cependant les relations entre la Mathéma- 
tique et la Physique, il s’en faut de beaucoup que leur étude soit le 
seul objet des méditations des mathématiciens. Le monde des formes 
et des grandeurs abstraites est peu à peu devenu en lui-méme un 
sujet d’études, avec lequel l'esprit humain a élevé un édifice immense 
qui s’accroit chaque jour. Dans cette construction, les exigences 
logiques sont toujours grandissantes ; ainsi, elles sont beaucoup plus 
grandes aujourd'hui qu'il y a un siècle. Mais la logique ne suffit pas. 
Le géomètre n’est pas seulement un logicien, il est aussi un artiste. 
La finesse lui est aussi nécessaire que l’ordre et la rectitude dans le 
raisonnement, et sans imagination il n’y a pas d’esprit d’invention. 
Beauté et simplicité vont d’ailleurs de pair, et l’on sait que le mot 
élégance revient souvent sur les lèvres des géomètres. 

Depuis le xvn° siècle, la France eut une succession ininterrompue 
de grands mathématiciens. Qu’il suffise de rappeler les noms de deux 
de nos contemporains disparus il y a quelques années : Hermite, dont 
les admirables travaux sur l’Algèbre et la théorie des nombres préser- 
veront à jamais le nom de l’oubli, et Henri Poincaré, d’une incom- 
parable puissance d'invention, qui cultiva avec éclat toutes les parties 
des sciences physico-mathématiques. Il y a quelques semaines, nous 
perdions un des plus éminents parmi les maitres de la science contem- 
poraines, Gaston Darboux. Je voudrais essayer de montrer l’impor- 
tance de son œuvre en retraçant sommairement sa vie, et rendant 
ainsi un dernier hommage à celui qui depuis dix-sept ans présidait le 
“Comité de rédaction des Annales de l’École Normale supérieure. 


* 
* * 


Gaston Darboux naquit à Nimes le 13 août 1842. Après de bonnes 
études au lycée de cette ville, il entra en 1859 dans la classe de Mathé- 
matiques spéciales du lycée de Montpellier et fut, après une année, 
admissible à l'École Polytechnique ; mais, ayant le désir très arrêté 
d'entrer dans l’enseignement, il ne voulut pas subir examen du 
second degré. Au bout d’une seconde année, il était recu le premier à 
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l'Ecole Normale supérieure et à l’École Polytechnique. A cette époque, 
l’École Normale menait à peu près uniquement à l’enseignement des 
lycées. Comme on l’a dit, elle conduisait à tout, à condition d’en 
sortir. Des exemples célèbres montraient que les 4ttéraires, suivant le 
terme de la maison, en sortaient quelquefois ; mais le fait ne s'était 
guère vu pour les scientifiques. La détermination prise par Darboux de 
se consacrer à l’enseignement fut un objet d’étonnement et peut-être 
de scandale pour les amis de la grande famille polytechnicienne. On 
n'avait pas vu encore, comme l'a rappelé M. Lavisse au jubilé de 
Darboux, en 1912, quelqu'un préférer aux espérances brillantes 
qu'offrait la carrière des mines ou des ponts et chaussées le titre de 
professeur et la modestie des fonctions d'enseignement. Pasteur était 
alors directeur des études scientifiques à l'École Normale. Il désirait 
déjà sans doute que celle-ci contribuat au recrutement de l’enseigne- 
ment supérieur comme de l’enseignement secondaire, et qu’elle devint 
une pépinière pour la science française. Il eut une grande joie en 
voyant arriver une recrue qui promettait d’être aussi brillante. Ceux 
qui plus tard ont entendu Pasteur parler de l’amour et du culte de la 
Science peuvent facilement imaginer les conseils qu'il donnait à 
Darboux. Le nouvel élève se signala bientôt par des travaux remis aux 
maîtres de conférence et témoignant d’un véritable esprit d’invention. 
Après ses trois années d’études il put, grâce à Pasteur, rester encore 
deux ans à l'École dans le poste d’agrégé-préparateur de mathématiques 
créé à son intention et achever un travail remarquable sur les surfaces 
orthogonales, qui lui servit de thèse de doctorat en 1866. Il fut ensuite, 
jusqu’en 1872, professeur aux lycées Saint-Louis et Louis-le-Grand. 
Son enseignement avait, au témoignage de ceux qui l’ont entendu, une 
tournure très originale; dans sa classe le souci de l'examen prochain 
ne hantait pas sans cesse les élèves, ce qui n'empêchait pas ceux-ci de 
remporter de brillants succès dans nos grandes Écoles. 

En 1872, Darboux devint maitre de conférences à l’École Normale, 
en même temps qu'il suppléa Liouville à la Sorbonne dans la chaire 
de Mécanique rationnelle. Sa réputation scientifique était déjà bien 
_ établie et son influence fut grande parmi tous les mathématiciens de 
l'École, qui suivaient aussi son cours à la Faculté. Dans celui-ci, 
Darboux a rénové en France l’enseignement de la Mécanique générale. 
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J'ai commencé alors à le connaître et à apprécier sa parole FAN et 
élégante. Ce n’est pas que certains points de son enseignement n aient 
été, pour mes camarades et moi, l’occasion de grandes perplexités. 
En même temps que le cours de Darboux à la Sorbonne, nous suivions 
à l'École les conférences de Briot. Il y a bien des manières d'exposer 
les principes de la Mécanique ; Briot envisageait d'abord la force au 
point de vue statique, tandis que Darboux débutait par la définition 
dynamique. Sur cette question de principes, il nous fallait oublier à 
l'École ce qu’on nous avait dit à la Sorbonne; cela a été notre première 
lecon de philosophie des sciences. Aux élèves de la Section de Mathé- - 
matiques en troisième année, Darboux faisait des leçons d’Algèbre et 
de Géométrie analytique, passant avec un art consommé d’une théorie 
à une autre; dans ces causeries familiéres, il donnait toute sa mesure 
comme professeur. A la mort de Chasles en 1880, il quittait l’École 
pour devenir titulaire de la chaire de Géométrie supérieure à la 
Sorbonne. | 


On peut distinguer le plus souvent, chez les mathématiciens, deux 
tendances d'esprit différentes. Les uns se préoccupent principalement 
d'élargir le champ des notions connues ; sans se soucier toujours des 
difficultés qu'ils laissent derrière eux, ils recherchent de nouveaux 
sujets d’études. Les autres préferent rester, pour l’approfondir davan- 
tage, dans le domaine des notions mieux élaborées ; ils veulent en 
épuiser les conséquences et s'efforcent de mettre en évidence, dans la 
solution de chaque question, les véritabies éléments dont elle dépend. 


‘Il suffit souvent aux premiers d’être assurés qu'un problème peut être 


résolu, et ils laissent à d’autres le soin de le résoudre effectivement. 
On dirait, en leur appliquant un mot de Fontenelle à propos de 
Leibnitz, qu'ils se contentent de voir croître dans les jardins d'autrui 
les plantes dont ils ont fourni les graines, celles-ci étant plus à 
estimer que les plantes mémes. Les seconds pensent que les méthodes 
générales sont faites pour être appliquées ct que seules ont du prix 
les solutions poussées jusqu’à leur dernier terme. Il n'y a pas à établir 
ici une hiérarchie : l'esprit souffle où il veut. On trouve chez Darboux 
l’une et l’autre de ces tendances. Les conséquences de plusieurs de 
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ses Mémoires ont été approfondies par d’autres plus que par lui-mème ; 
toutefois, c’est par le souci de la perfection que se distingue la plus 
grande partie des travaux de l’éminent mathématicien qui aimait le 
plus souvent à tirer d'une méthode tout ce qu'elle peut fournir, et 
dont les traités didactiques sont des œuvres d’art dignes d’être propo- 
sées comme modèles à ceux qui cultivent les sciences mathématiques. 
Nul ne savait mieux que lui montrer combien peut être féconde l'étude 
approfondie d’un cas simple. C’est qu’en effet on ne parvient le plus 
souvent au général que par le particulier ; comme aimait à le répéter 
Hermite, la méthode d'invention est au fond la même dans les sciences 
mathématiques et dans les sciences d'observation. Darboux excellait 
aussi à établir des rapprochements inattendus entre des questions 
regardées jusque-là comme distinctes, ce qui donne à son œuvre, 
notamment en Géométrie infinitésimale, une grande cohésion et une 
impression de solidité et de force. 

Étant encore élève à l'École Normale, Da avait fait la décou- 
verte d’un système orthogonal formé de surfaces du quatrième degré 
et il passait, deux ans après sa sortie, une thèse devenue classique 
sur les surfaces orthogonales. Il est revenu souvent par la suite sur ces 
systèmes qui, depuis Lamé, offrent un grand intérêt en Physique 
mathématique. En 1873, il rassemblait toutes ses recherches de 
Géométrie analytique dans un Ouvrage sur une classe remarquable de 
surfaces algébriques et la théorie des imaginaires, qui contient un 
grand nombre de résultats remarquables. Son but principal était l'étude 
des surfaces du quatrième ordre qui admettent comme ligne double le 
cercle de l'infini, et qu’il appelle cychdes. En même temps que ces 
surfaces, il étudie les cycliques planes et sphériques. Il s'occupe aussi 
de certaines propriétés des imaginaires en Géométrie, sujet sur lequel 
il est revenu souvent dans son enscignement. Parmi les précieuses 
Notes qui terminent le volume, signalons celle qui traite de la forma- 
tion de l’équation différentielle las surfaces appliquables sur une 
surface donnée. Rappelons aussi que, à propos de la géométrie de 
Cayley, Darboux a indiqué pour la premiere fois une interprétation 
dans l’espace ordinaire de la géométrie non euclidienne, qui a été 
souvent utilisée dans des études philosophiques sur les divers 
espaces. | | 
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Dans cette période entre 1870 et 1880, l’activité scientifique de 
Darboux fut considérable. Ses travaux en Analyse pure ne furent pas 
moins remarqués que ses travaux géométriques. Le Mémoire de 1876 
sur l’approximation des fonctions de très grands nombres est une de ses 
productions les plus originales. De telles fonctions se présentent dans 
maintes applications des Mathématiques, notamment dans le Calcul 
des probabilités et en Mécanique céleste. De l'étude des singularités 
sur-le cercle de convergence d’une série entière Darboux déduit, dans 
des cas étendus, des caractères précis pour reconnaitre l’ordre de 
grandeur des coefficients de la série. Il tire de nombreuses appli- 
cations, étendant considérablement des résultats obtenus par 
d’illustres devanciers tels que Laplace ; il fait aussi une étude appro- 
fondie des développements suivant les polynomes provenant de la 
série hypergéométrique. — 

Relativement à l’intégration effective des équations aux dérivées 
partielles du second ordre, il n’avait été, pendant de longues années 
après la publication du Mémoire d'Ampère de 1818, rien ajouté 
d’essentiel à la théorie développée par le grand physicien. Darboux, 
en 1870, publia un Mémoire fondamental faisant connaître une méthode 
nouvelle, où il substitua aux équations de Monge une suite indéfinie 
de systèmes analogues, trouvant même l'intégrale générale si celle-ci 
ne renferme pas de signes d’intégrale définie. La méthode de Darboux 
a donné lieu à un nombre très étendu de travaux importants. 

Un des objets de l’Analyse abstraite est l’étude de l’idée de fonction, 
c’est-à-dire de dépendance entre deux ou plusieurs variables. Il a fallu 
longtemps avant qu’on se rendit compte de l'étendue extraordinaire 
de cette notion. On doit d’ailleurs reconnaitre qu’il est indispensable 
pour les progrès de la Science que les choses paraissent d’abord 
simples. Sans vouloir trop généraliser, on peut dire que l'erreur est 
quelquefois utile. Le Calcul différentiel n’aurait pas pris naissance, si 
Newton et Leibnitz avaient pensé que les fonctions continues n’ont pas 
nécessairement une dérivée, notion dont l’origine est dans le senti- 
ment confus que nous avons de la rapidité plus ou moins grande avec 
laquelle s’accomplissent les phénomènes. Un jour devait venir cepen- 
dant, où l'idée de fonction serait approfondie dans toute sa généralité. 
En France, Cauchy avait été dans ce domaine, comme dans bien 
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d’autres, un précurseur. Le Mémoire de Darboux sur les fonctions 
discontinues, paru en 1875, marque une date dans l’histoire de la 
critique des principes du Calcul infinitésimal. On y trouve une propo- 
sition fondamentale sur les intégrales par excès et par défaut, et de 
nombreux exemples de fonctions continues sans dérivées. 


7 
Eux 


On donne souvent le nom de géometres aux mathématiciens. A 
l'Académie des Sciences, la Section de Mathématiques pures s'appelle 
la Section de Géométrie. Or plus d’un mathématicien éminent n’a 
jamais écrit une ligne sur la Géométrie proprement dite, c’est-à-dire 
sur l’étude des propriétés des figures faite à un point de vue synthé- 
tique, sans aucun mélange de considérations analytiques. Les procédés 
de l’Analyse mathématique et de la Géométrie analytique d’une part, 
de la Géométrie pure d’autre part, ont été quelquefois au siècle dernier 
opposés les uns aux autres. Il fut un temps où les analystes repro- 
chaient aux géometres de n’avoir pas de méthodes générales ; les géo- 
mètres répliquaient que les méthodes générales ne sont pas tout 
dans la Science, et qu’elles empêchent même souvent de voir les 
choses directement et en elles-mêmes. 

On peut, je crois, affirmer que dans ces discussions, où ont été 
mélés les noms de grands mathématiciens, tous avaient tort en quelque 
manière. L’Analyse, avec son symbolisme et ses notations de plus en 
plus perfectionnées, constitue une langue d’une admirable clarté, qui, 
suivant le mot de Fourier, n’a pas de signe pour exprimer les notions 
confuses et procure à la pensée une véritable économie. Le dévelop- 
pement formel a joué à certains moments un rôle très important, et le 
langage analytique a été indispensable à la plus grande extension des 
principes. Le symbolisme soutient et porte l'esprit en avant, et les 
généralisations se font avec le moindre effort. On pourrait donner 
comme exemples la forme analytique du principe des déplacements 
virtuels en Mécanique, et les équations de Lagrange en Dynamique 
analytique. Tout cela montre assez ce que signifie une phrase souvent 
répétée, qu'il n'y a dans une formule que ce qu'on y a mis; elle est 
vide de sens ou n’est qu’un pur truisme. Des résultats, identiques au 
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fond, peuvent avoir des formes très différentes, et il arrive que Ja 
forme soit essentielle ; telle aussi l'énergie peut être constante en 
quantité, mais variable en qualité. Aux cas cités plus haut on pourrait 
ajouter la Mécanique céleste tout entière, où il n’y a rien de plus que 
la formule de la gravitation universelle et quelques constantes fournies 
par l'observation, mais où d'innombrables transformations de calcul 
nous font passer de ce point de départ à l'explication de presque toutes 
les particularités des mouvements des astres. 

On doit avouer d’autre part que, dans la complexité des formules, 
on ne déméle pas toujours des faits simples que mettent parfois en 
évidence des raisonnements purement géométriques. Une méthode 
géométrique peut, chemin faisant, mieux explorer qu’une méthcde 
analytique les alentours d’une question. On voyait mieux le pays 
quand on voyageait à pied; il est vrai qu’on allait moins loin. Dans le 
même ordre d'idées, notons que, pour certaines applications, des 
raisonnements géométriques donnent sans peine une première 
approximation, à laquelle conduirait moins facilement l'emploi de 
l'Analyse. | : 

La conclusion s’offre d’elle-méme. On doit se garder de lPexclusi- 
visme auquel se laissèrent entraîner des géomètres illustres, comme 
Poncelet et Chasles. Avant eux, Monge, dans ces célèbres Applications 
de l'Analyse à la Géométrie, avait été plus éclectique. Aussi Darboux 
a-t-il écrit très justement, dans une belle étude sur le développement 
des méthodes géométriques : « Monge, le rénovateur de la Géométrie 
moderne, nous a montré dès le début, ses sucesseurs l’ont peut-être 
oublié, que l'alliance de la Géométrie et de l'Analyse est utile et 
féconde, que cette alliance est peut-être une condition de succès pour 
l’une et pour l’autre. » A ce point de vue, Darboux fut un des plus bril- 
lants continuateurs de Monge. En France, et aussi en dehors de notre 
pays, cette école d'analystes géomètres, pour qui les problèmes de 
Géométrie infinitésimale sont l’occasion de belles recherches, où les 
méthodes analytiques et les points de vue géométriques se prêtent 
un mutuel appui, avait hier encore Darboux pour chef; elle réalise 
pleinement dans ses travaux l'alliance souhaitée par Monge. 

Une grande partie de l’œuvre de Darboux se rapporte à la Géomé- 
trie infinitésimale. Ses travaux, dans cet ordre d'idées, traitent de 


LA VIE ET L'OEUVRE DE GASTON DARBOUX. 89 


l’applicabilité des surfaces, de la représentation sphérique, des 
surfaces à courbure constante, des systèmes orthogonaux. Darboux 
excelle à établir des rapprochements entre diverses questions : telles 
ses études sur la déformation des surfaces du second degré et la trans- 
formation des surfaces à courbure totale constante ou sur les surfaces 
isothermiques liées à la déformation des quadriques. 

Ces travaux géométriques constituent en méme temps de beaux 
Mémoires sur la théorie des équations aux dérivées partielles. Parmi 
celles-ci, Darboux a fait une étude approfondie des équations dites de 
Laplace, qui se présentent dans tant de problèmes. Il faut aussi 
signaler les recherches sur les cercles géodésiques et sur les surfaces 
isothermiques, c’est-à-dire à lignes de courbure isothermes. Rappelons 
encore que Darboux a tiré d'importants résultats de la considération 
de l’équation linéaire aux variations correspondant à une équation 
quelconque aux dérivées partielles ; une application particulièrement 
intéressante est relative aux déformations infiniment petites des 
surfaces. 

La théorie des surfaces orthogonales, qui avait fait l’objet de la thèse 
de Darboux, n’a cessé de l’occuper. Il a donné de nombreux exemples 
de systèmes triples orthogonaux et a étendu cette théorie au cas d’un 
nombre quelconque de variables. 

En Dynamique analytique le problème des lignes géodésiques l’a 
conduit à diverses questions de Mécanique se rattachant au principe 
de la moindre action. Il a traité de la mauière la plus heureuse, sans 
intervention du Calcul des variations et par des méthodes purement 
algébriques, les questions de minimum se rattachant à ce principe. Je 
ne puis que rappeler ici ses élégants Mémoires sur l’herpolhodie et la 
théorie de Poinsot, sur les Dis intervenant dans les démons- 
trations statiques du parallélogramme des forces, son étude géomé- 
trique sur les percussions et le choc des corps. 

Dans ses Leçons sur la théorie générale des surfaces et sur les systèmes 
_orthogonaux, Darboux a exposé ses recherches personnelles, et aussi 
elles de ses devanciers en leur donnant une forme nouvelle et 
originale. C’est un véritable monument élevé à la théorie des surfaces. 
Ces Ouvrages considérables, qui font honneur à la science française, 
sont ion devenus classiques. 
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L'activité de Darboux ne s’est pas bornée aux belles productions 
mathématiques, dont nous avons essayé de donner une idée. I] aimait 
l'action autant que la pensée. En 1889, il avait été nommé doyen de la 
Faculté des Sciences; il se montra, dans ces délicates fonctions, 
administrateur éminent, et son nom restera attaché aux importantes 
transformations qui donnèrent alors une vie nouvelle à nos universités. 
En 1900, il succédait à Joseph Bertrand, comme secrétaire perpétuel 
de l’Académie des Sciences. Au poste d'honneur où le placait la 
confiance de ses confrères, Darboux acquit rapidement une grande 
autorité. Ileutle souci constant de maintenir ou d’accroitre l'influence 
et le prestige de l’Académie. Ceux qui l'ont vu de près dans les com- 
missions de l’Institut savent avec quel soin il étudiait les affaires et 
avec quelle clarté il les exposait. M. Lacroix a dit très Justement, en 
parlant de son collègue :-« Il aimait l'autorité, non pour les vaines 
satisfactions d’amour-propre qu’elle donne quelquefois, mais pour 
l’action qu’elle lui permettait d’exercer dans les causes lui paraissant 
justes et dans les directions lui tenant à cœur. » Passionné quelquefois 
et désireux de faire prévaloir son opinion, Darboux n’hésitait pas à 
changer d’avis, quand on lui montrait une solution plus favorable aux 
grands intérêts dont l’Académie a la charge. 

On relira toujours avec plaisir et profit les éloges historiques, très 
étudiés, qu'il prononçait dans les séances publiques. Avec quelle piété 
il a retracé la vie d’un maitre vénéré qu’il avait beaucoup aimé et dont 
l'influence sur lui avait été très grande, Joseph Bertrand. Avec quelle 
sûreté et quelle précision il a analysé l’œuvre d’Hermite et celle 
d'Henri Poincaré. Il voulut un jour rendre hommage à une science 
d'origine essentiellement française, la Géodésie, en parlant des 
travaux du général Perrier, au nom duquel restera attachée la jonction 
géodésique de l'Espagne et de l'Algérie. Les succès récents de l’avia- 
tion lui suggérèrent, il y a quelques années, la pensée de lire une 
Notice sur un précurseur génial, membre de l’ancienne Académie des — 
Sciences, le général Meusnier, à qui l’on doit les règles de manœuvre 
encore suivies aujourd’hui et une découverte capitale qui est l'emploi 
du ballonnet à air. 
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Rompant avec les habitudes, il fit en 1911 l’éloge des donateurs de 
l’Académie, voulant acquitter une dette de reconnaissance envers des 
bienfaiteurs de la Science; à la fin de ce discours, il ne pouvait 
manquer de souhaiter que les donateurs de l'avenir voulussent bien 
employer leurs libéralités, non à Due des prix, mais à provoquer et 
encourager des recherches. 

Dans ls milieux scientifiques étrangers, la réputation de Darboux 
était considérable, et la plupart des Académies l’avaient appelé dans 
leur sein. Sa parole était très écoutée dans les Congrès internationaux. 
I] avait pris une grande part à la fondation de l'Association internatio- 
nale des Académies, dont les événements actuels vont modifier sans 
doute le fonctionnement. L'histoire des sciences |’avait- toujours 
vivement intéressé. Il a plusieurs fois, dans les réunions inter- 
nationales, fait des lectures d’un caractère historique. Ainsi, à 
l'Exposition universelle de Saint-Louis en 1904, il traca une large 
esquisse des progrès de la Géométrie au x1x° siècle. Non moins 
remarquable fut le discours qu'il prononça en 1908 à Rome au Congrès 
des Mathématiciens sur les origines, les méthodes et les problèmes de 
la Géométrie infinitésimale. Darboux a maintes fois regretté la tendance 
qu'ont trop de savants français à se désintéresser de l’histoire des 
sciences; il savait quelles difficultés on y rencontre et avec quelle 
peine on arrive à rétablir des droits depuis longtemps méconnus. 
Aussi poussait-il vivement ses nouveaux confrères à écrire sur leurs 
prédécesseurs des Notices qui fussent des documents pour l’histoire 
_de la science française. Il avait en effet le souci de voir rendre à chacun 
des pionniers de la Science la justice qui lui est due, et n’ignorait pas 
combien l'Histoire peut, entre certaines mains, être étrangement 
défigurée. | | 

Ce fut, pour Darboux, une grande satisfaction que de pouvoir 
réaliser un projet qu'il caressait depuis longtemps : l'impression des 
procès-verbaux, restés manuscrits, des séances de l’Académie des 
Sciences, depuis la fondation de l’Institut en lan IV jusqu’à l’année 
1835, où a été inaugurée la publication des Comptes rendus hebdoma- 
 daires des séances he ‘Académie des Sciences. Le recueil des Peer 
verbaux en est aujourd’hui à son septième volume qui va jusqu’en 
1825. Les historiens de l'avenir y trouveront les textes les plus 
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précieux pour une époque où l'Académie comptait des hommes tels 
que Lagrange, Laplace, Monge, Cuvier, Lamarck, pour ne citer que 


quelques noms. 


Au milieu de tant de travaux et d’occupations variées, Darboux a 
encore voulu donnerune part de son temps à des œuvres plus discrètes . 
qui demandaient un véritable dévouement. Il a présidé pendant dix- 
sept ans la Société des Amis des Sciences. Celle-ci, fondée en 1857, 
par le baron Thénard, a un but singulièrement élevé : c’est une 
Société de secours, mais où les titres à invoquer sont des services 
‘rendus aux sciences pures et appliquées, à l’industrie et à l’agri- 
culture. Darboux a beaucoup contribué à son développement ; il 
révait d’une grande œuvre de solidarité scientifique, où ceux, et ils 
sont légion, qui profitent des progrès et des découvertes de la Science 
viendraient tous en aide aux chercheurs uniquement préoccupés de 
leurs travaux, insouciants de l’avenir pour eux et pour ceux qui les 
entourent. Ses appels émus ont été souvent entendus, moins cepen- 
dant qu’il l’aurait voulu. En travaillant de toute son énergie à secourir 
de nobles et quelquefois glorieuses infortunes, Darboux a montré que 
le cœur chez lui était à la hauteur de l'intelligence. 

Les fatigues de l’âge et les souffrances d’une maladie qui le minait 
depuis ee années ne ralentissaient pas l’activité intellectuelle 
de Darboux ; sa belle intelligence garda jusqu’à la fin toute sa vivacité. 
L'année dernière, il avait en son cours à la Sorbonne sur les prin- 
cipes de la Géométrie analytique, et il l'avait complètement rédigé. Ce 
livre, qui va paraitre, sera le dernier sorti de sa plume. Son but essen- 
tiel est de préciser la place que doivent prendre en Géométrie les : 
notions relatives à l'imaginaire et à l'infini; c'est un Ouvrage d’ensei- 
gnement, mais où se reconnait le maitre ouvrier. Darboux avait 
encore d’autres plans de travaux. Il voulait écrire un livre sur le 
problème célèbre qui a donné naissance à la Géométrie infinitésimale, 
celui des cartes géographiques ; tout à la fois, l'élégance et l’impor- 
tance pratique de ce problème le séduisaient, et il en avait fait autre- 
fois une étude approfondie dans son enseignement. 
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Nous espérions revoir bientôt Darboux parmi nous et profiter encore 
de ses conseils et de son expérience. L'opération, qu'il avait différée 
d'année en année, lui fut fatale, et le 25 février l’illustre savant s’étei- 
gnait presque subitement. Il disparait après avoir dignement rempli 
sa tâche. Son œuvre, d’une rare perfection, préservera son nom de 
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MÉMOIRE 


THÉORIE DES LIAISONS FINIES 
UNILATÉRALES, 


Par M. Etienne DELASSUS. 


Les liaisons unilatérales sont une de ces choses banales que Fon 
rencontre à chaque pas, même dans les problèmes les plus simples de 
Mécanique, et présentant cette singularité que, malgré qu’une théorie 
complète n’en soit exposée nulle part, à ma connaissance du moins, 
chacun traite néanmoins sans difficulté toutes les questions qui se 
posent à ce propos. 

On se trouve là en présence de choses si évidentes que la théorie n’en 

existe même pas ! Pourquoi l’exposer ? Pourquoi la formuler? Pour- 
quoi même en parler ? C’est ce que l’on pourrait appeler «une théorie 
implicite». 

M. Appell (') s’est oceupé des liaisons unilatérales mais s’est borné 
à considérer l’équilibre d’un système pour condenser, en un principe 
analogue à celui des travaux virtuels, les conditions d'équilibre 


(1) Appetit, Lecons de Mecanique rationnelle, 3° édition, t. 1, p. 277. 
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données par la théorie implicite dont nous parlons. Ce n'est pas une 
théorie nouvelle, c’est une application ou un changement de forme de 
la théorie courante. 

Essayons de formuler d’une façon précise cette théorie. 

On part d’un fait expérimental incontestable : Lorsqu'il y a un seul 
contact unilatéral, ce contact persiste ou cesse suivant que la réaction 
normale est dirigée du côte libre ou du côté opposé ou, par abréviation, 
suivant que la réaction normale est positive ou negalive. C'est ce que 
l'on peut appeler « la loi du contact unique ». 

Généralisant alors sans recourir à aucun fait expérimental on con-. 
sidère comme « évident » que, sz la liaison finie unilate? ‘ale est réalisée 
par des contacts non surabondants, chacun d'eux, au point de vue de sa 
persistance ou de sa cessation, suit la loi du contact unique indépen- 
damment des autres contacts, c'est-à-dire persiste ou cesse suivant que sa 
réaction partielle est positive ou négative. 

La théorie donne ainsi une réponse complète et précise dans tous 
les cas qui peuvent se présenter pour les liaisons unilatérales non 
surabondantes. 


St la liaison est surabondante, on admet que la liaison totale persiste, 
par application de la loi du contact unique, si l’indétermination dyna- 
mique qui porte sur les réactions des contacts permet de concevoir ces 
réactions partielles comme étant toutes positives. 


Si cette condition n’est pas réalisée, on admet que le contact total 
ne persisle pas ; mais la théorie reste muette sur la question de la déter- 
mination des contacts qui persistent et de ceux qui cessent. 

La théorie courante ne donne pas alors une réponse complete dans 
tous les cas; elle présente la une lacune. Mais il y a plus. 

On part d'un principe expérimental exact, on fait une générali- 
sation « évidente » et cependant il n’est pas nécessaire de chercher 
des exemples bien compliqués pour montrer qu’on est conduit parfois 
à des résultats manifestement contraires à l'expérience la plus 
grossière. 

Dans un plan vertical, considérons un angle aigu Cat réalisé 
matériellement et placé comme l’indique la figure 1, c’est-à-dire situé 
tout entier au-dessous de l'horizontale de O et d’un même côté de la 
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verticale de ce point. Imaginons une molécule pesante placée à 
l'intérieur de l’angle et tenue immobile en O. 

Si nous la lachons, nous constatons expérimentalement qu’elle va 
suivre le côté C,, autrement dit, le contact C, va persister et le con- 
tact C, va cesser. 

Or si nous cherchons les deux réactions N,, N,, nous constatons 
qu’elles sont toutes deux négatives de sorte que la théorie indique la 
cessation des deux contacts, c’est-à-dire la production du mouvement 
de la molécule ne subissant aucune liaison et, sans même invoquer le 
mouvement. vrai constaté expérimentalement, nous voyons là un 


. hig, ox. Fig. 2. 


Vv 


résultat faux car le mouvement libre aurait lieu suivant la verticale 
descendante OV c’est-à-dire en dehors de l’angle dont la molécule ne 
peut franchir les frontières. On peut dire que la théorie conduit à un 
mouvement qui n’est pas possible. 

Reprenons le même exemple en supposant (fig. 2) l’angle CG, OC, 
obtus et traversé simultanément par l'horizontale et la verticale des- 
cendante issues de O. Expérimentalement, on constate que la molécule, 
étant lachée en O, prendra le mouvement de chute verticale, c’est-à-dire 
que les deux contacts vont cesser simultanément. 

Si l’on applique la théorie on a la réaction N, positive et la réac- 
tion N, négative; donc le contact C, doit persister et le contact C, doit 
cesser ; autrement dit, le point doit prendre le mouvement sur C,. La, 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Avariu 1917. 13 
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encore, la théorie donne un résultat en contradiction avec l’expé- 


rience. 


Ces deux exemples élémentaires suffisent pour montrer que la loi 


du contact unique n’est pas applicable au cas des contacts multiples 
et par conséquent que la théorie « implicite » est a rejeter. 

Il est toutefois curieux de, faire remarquer que cette théorie fausse 
conduit, dans la grande généralité des cas, à des résultats exacts. Cela 
tient, d’une part, à ce que, dans certains cas, les résultats qu’elle 
fournit coincident avec ceux que l’on déduit de la théorie exacte et, 
d'autre part, à ce que, par suite de la façon dont les questions se 
posent, on se trouve généralement dans ces cas spéciaux. C’est ainsi 
que la condition de persistance de la liaison totale, formulée par 
M. Appell, est exacte et sera retrouvée dans le cours de ce Mé- 
moire. 

Dans un livre récent (‘), j'ai esquissé une théorie des liaisons finies 
unilatérales basée sur l'étude du mouvement que prend le système 
quand il quitte tout ou partie de la liaison unilatérale considérée. 
Cette théorie, succintement exposée, était sujette à des critiques 
justifiées et appelait de nouvelles recherches pour élucider certains 
points. 

La critique fondamentale est relative à la Rent de l’irréducti- 
bilité d’une liaison unilatérale. On peut contester cette définition 
analytique comme ne correspondant à aucun fait physique. J'ai done 
abandonné complètement ce point de vue pour en prendre un autre 
plus expérimental et conduisant d’ailleurs au même résultat. 

Certaines théories, comme celle des mouvements avec frottement 
de glissement, peuvent donner naissance à des impossibilités ou à 

des indéterminations. La théorie des liaisons unilatérales, telle que 
je Pexposais, donnait des conditions de production effective des dif- 
férents mouvements sur tout ou partie de la liaison, mais ne montrait 
pas, qu ‘il y avait toujours un et un seul de ces s groupes de conditions 
qui fat réalisé. On pouvait done admettre a priori, puisqu'il s'agit de 
choisir entre un certain nombre de mouvements celui qui satisfait à 
certaines conditions, que l'on pouvait, là aussi, être conduit à l’impos- 
RTE TE ME te a gee M RTS Oe 


(1) Detassus, Leçons sur la dynamique des systèmes matériels, p. 228. 
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sibilité ou à Vindétermination. C'était une question fondamentale 
dont l'étude s’imposait. : 

La théorie que j’ expose actuellement part toujours de la même idée 
c'est-à-dire de étude des mouvements réduits ayant lieu sur une 
partie de la liaison totale. L'étude des équations de discontinuité qui 
s'introduisent alors conduit à une forme quadratique homogène W 
définie et positive, c’est-à-dire analogue à une force vive, et que, pour 
cette raison, j'appelle force vive de la K'uson unilatérale. Cette force 
vive donne naissance à une transformation W jouant un rôle fonda- 
mental et décomposant l’espace en régions remplissant tout l’espace 
sans se superposer; ce sont ces régions qui définiront ultérieurement 
les divers cas de réduction et c’est leur propriété indiquée qui mon- 
trera qu’il n’y a jamais impossibilité ou indétermination. 

Dans le cas d’une liaison unilatérale simple, on a à choisir entre 
deux mouvements dont l’un est le mouvement réduit. Ce dernier peut 
être impossible dynamiquement ou être possible et, dans ce dernier 
cas, il se produit effectivement, c’est un fait expérimental; on a donc 
la notion précise de liaison unilatérale simple irréductible. 

Passant aux liaisons unilatérales doubles et étudiant les mouvements 
réduits, on peut leur appliquer ce qui précède puisqu'ils ont lieu sur 
des liaisons unilatérales simples ou nulles et l’on trouve, comme 
conséquence de la transformation W, qu'il y a zéro-ou un mouvement 
réduit dynamiquement possible; s'il y en a un, c’est lui qui se produit 
(fait expérimental). On a alors la notion de liaison unilatérale double 
irréductible. , 

On peut continuer de proche en proche indéfiniment. La loi «zéro 
ou un» pour le nombre des mouvements réduits possibles se vérifiera 
toujours et toujours aussi on retrouvera la mème définition de lirré- 
ductibilité. 

Cette marche de proche en proche art donc un raisonnement 
rigoureux, met bien en évidence les faits expérimentaux invoques et, 
grâce à la transformation W, donne la définition précise des diffe- 
rentes régions de réduction et montre toujours qu'il ne peut y avoir 
ni impossibilité ni indétermination. 

- Pour faciliter la lecture du Mémoire, j'ai cru utile de ne pas inter- 
rompre le développement des idées par des renvois à mon Livre déjà 
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cité et, par conséquent, de reproduire quelques fragments non ine- 
dits. De cette facon le lecteur a une exposition d’ensemble de la 
théorie des liaisons finies unilatérales. 

Je ferai remarquer en outre que je me suis borné au cas des liaisons 
simples, doubles ou triples, qui sont celles que l’on rencontre prati- 
quement, mais que la théorie ne s’arréte pas là et qu’en employant le 
langage et les notations de la géométrie à » dimensions on pourrait 
aisément poursuivre le raisonnement jusqu’à des liaisons »-uples. Je 
n’ai pas jugé nécessaire de pousser l'exposition jusque-là; il suffit de 
savoir que c’est possible et cela sera admis sans difficulté par le 
lecteur ayant suivi attentivement l'étude des liaisons simples, doubles 
et triples. 


PREMIÈRE PARTIE. 


GÉNÉRALITÉS ET NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


I. — Les liaisons unilatérales. 


L. Le côté positif d’une liaison. — Lorsqu'un système matériel défini 
par des paramètres q est assujetti à suivre une liaison, les variations 
virtuelles w des g sont assujetties à vérifier certaines équations liné- 
aires et homogènes | | 

%1(0) =0, Pa(W) =0, wees 
dont le nombre peut être fini ou infini. Il est infini, par exemple, 


dans le cas d’un solide en contact avec un plan par toute une face 
plane. | 


Luis ee 


a sh die Là eae DSS 
À ; 
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Ces équations peuvent ne pas être distinctes. Les fonctions 9 sont alors 
des combinaisons linéaires et homogènes d’un certain nombre d’entre 
elles que nous désignerons par 


Xi, Xa, BOON) Xi; 


et qui suffisent pour définir tous les déplacements virtuels sur Ja 
liaison. 

S'il n’y a pas d’autres équations que les équations X, la liaison n’est 
pas surabondante. S'il y a d’autres équations, qui sont nécessairement 


de la forme 
» kX 0; À 


la liaison est dite surabondante. Le problème de dynamique consistant 
en l'étude du mouvement sur la liaison n'utilise que les déplacements 
virtuels sur la liaison, c’est-à-dire seulement les équations X, donc ne 
tient pas compte du fait que la liaison est surabondante ou non. 

Dans tous les cas, la liaison considérée sera dite simple, double, 
triple, ... suivant que z aura l’une des valeurs 1, 2, 3, .... 

Il arrive fréquemment que la liaison est réalisée de façon à permettre 
non seulement les déplacements virtuels annulant toutes les fonc- 
tions 9, mais aussi tous ceux qui donnent aux diverses fonctions 9 des 
signes déterminés. En changeant au besoin le signe de certaines 
fonctions 9, la réalisation de la liaison permet tous les déplacements 
virtuels satisfaisant à 


91(@) 20, Q2(w) 20, 


o 


La liaison sera alors dite unilatérale et l’ensemble des déplacements 


. virtuels que nous venons de définir constituera le côté positif de la 


liaison. 
De ce que les équations 


pi(w)=0,  2(m) =0, 
sont des conséquences de 
| Ay=r0, Xe 05 BNC K=O 
ne résulte pas que toutes les inégalités 
p(w)Zo 
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soient des conséquences des inégalités 
X(w) 20; 


donc les inégalités ne pourront pas se réduire en général aux t iné- 
galités tele aux X, elles se réduiront à un Neues plus considé- 
canis, de sorte que le fait que la liaison est surabondante interviendra 
effectivement dans la définition du côté positif de la liaison. 

Dans le cas de la liaison simple non surabondante, il n’y a qu ‘une 
seule équation 


o(0)=0 


et au côté positif défini par 


o(w)Z20 


7 


correspond, par exclusion, un côté négatif défini par 


p(w)£o. 


Si, comme nous le supposerons toujours dans ce Mémoire, la liaison 
est une liaison finie, elle peut étre considérée comme étant constituée 
par la réunion des liaisons simples dont chacune est caractérisée par 
une des fonctions ¢ et possède, à la fois, un côté positif et un côté 
négatif. 

Le côté positif de la liaison totale sera alors la partie commune aux 
côtés positifs des liaisons simples en lesquelles elle se décompose. 


2. Représentation géométrique d’une liaison : 1° Cas de la liaison 


simple. — On at= 1; les inégalités de définition du côté positif sont, 
au moyen de X, 


Kee; © CONTE Gr 


Pour pouvoir être compatibles, c’est-à-dire pour avoir un côté 


positif, il faut que À, », ... soient des coefficients positifs et alors elles 
se réduisent à l'unique inégalité 


X 20; 


PR PC EE OPEN CERN 
; 
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Si le déplacement w,, w,, ... se représente par le point d’abscisse 
X(w4, Oe, Sg re E 


porté sur un axe, on peut dire que le côté positif de la liaison est 
ds par une demi-droite qui est la partie positive de l’axe 


des X 


2° Cas de la liaison double. — On a i= 2, donc deux fonctions X 
que, pour prendre les notations des coordonnées cartésiennes, nous 
appellerons X, Y. Les inégalités de définition du côté positif sont 


NO. 
iO) 


Ole) else lalele.e 6 0 © © le 


Si l’on représente le déplacement w,,,,... par le point de coor- 


données 
NO Wes er UT (EN Way. her) 


on aura donc à considérer les droites 
=O, Yo, A,X + p,Y=0, 


qui représentent les liaisons simples composantes, et à chercher la 
portion commune aux côtés positifs de ces droites. Ou bien cette por- 
tion commune n'existe pas et il n’y a pas de côté positif de la liaison, 
ou bien elle existe et est l’intérieur d’un angle au sens géométrique 
du mot, c’est-à-dire moindre que deux droits et que, pour cette raison 
et parce que nous aurons constamment à faire cette distinction dans 
la suite, nous appellerons « angle convexe ». Cet angle sera limité 
par deux des droites représentatives des fonctions ¢ et aucune des 
droites © ne traversera son intérieur. C’est l’intérieur de cet angle 
convexe qui représentera le côté positif de la liaison double. 


3° Cas de la liaison triple. — On ai = 3, donc trois fonctions X que 


nous désignerons par X, Y, Z. Les inégalités de définition du côté 
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positif sont 
X 50: Yoo; L2 0. 
AWX+piY+Z2Z0, 
A,X + peo Y +%,Z20, 


© ete 1) ee es iv vie wm Sele 


S’il y a un côté positif, elles sont compatibles et l’on est ramené à 
chercher la partie commune aux côtés positifs des plans qui repré- 
sentent les liaisons simples composantes. Cette région est limitée par 
un certain nombre de ces plans et est tout entière d’un même côté par 
rapport à chacun d’eux; c’est donc l’intérieur d’un angle polyèdre 
convexe, lequel ne sera traversé par aucun des plans représentatifs 
des diverses fonctions 9. 

Le côté positif de la liaison est donc représenté par l’intérieur d'un 
angle polyèdre convexe issu de l’origine. 

Dans le cas où la liaison est surabondante et représentée par une 
infinité de fonctions 9, il peut arriver que l’angle polyèdre ait une 
infinité de faces, c’est-à-dire soit limité en partie par l'enveloppe 
d’un plan dépendant d’un paramètre. Il sera alors limité en partie par 
des faces planes et en partie par des faces coniques. Par exemple, si 
l’on prend un solide en contact avec un plan par une face plane, 
angle polyèdre figuratif sera un cône si la face est limitée par une 
courbe convexe, et sera un angle polyèdre à faces planes et faces 
coniques sila face est un polygone à côtés rectilignes et côtés curvi- 
lignes. En tous cas, d’après sa formation même, l’angle polyèdre sera 
tout entier d’un même côté de chaque face plane et du même côté de 
chaque plan tangent à toute face courbe, done sera toujours convexe. 

Nous n’irons pas plus loin dans cette représentation, la générali- 
sation dans le cas de 

= 
se faisant sans difficulté dans l’espace à 7 dimensions. 


3. Liaisons réduites. — Soient 
Pitt) to, Jakqs t) =, heey 


les équations finies en nombre fini ou infini qui définissent la liaison 
unilatérale. 


th à cie (nue S.à LS 
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Faisons mouvoir le système sur la liaison et à un certain moment 4, 
modifions le mouvement de façon qu'il n’ait plus lieu sur la liaison. 
Avant l'instant z,, les fonctions f sont constamment nulles; à partir 
de l’instant.¢,, puisque le système ne suit plus la liaison, c’est que les 
fonctions f ne sont plus toutes nulles et, comme la réalisation maté- 
rielle de la liaison est unilatérale, c'est-à-dire constituée par des 
obstacles infranchissables, aucune fonction f ne peut devenir néga- 
tive de sorte que, durer dans le mouvement à partir de Fra 
tantz,, certaines fonctions f continuent à être nulles tandis que toutes 
les autres deviennent positives. 

Pour un intervalle de temps dt suivant ¢, on aura done 


dia =; ; ty dfn =o, diner 0: Af n+. > 0. 


Soient &,, &, ..., €, les valeurs de dg,, ..., dg, correspondant à ce 
mouvement infiniment petit. 

Considérons le mouvement primitif que l’on aurait continué sur la 
liaison au dela de l'instant ¢,; pour le mème intervalle de temps dé 
commençant à Z, on aurait eu, dans ce mouvement, 


af, =o, ace af, =O; Air 9, Ain 0 


- Soient 4,, Yo, ---» Yn les valeurs de dq,, ..., dg, dans ce mouvement 
infiniment petit. Considérons le déplacement virtuel 


Di = EE — M, es Da En Me 


d’après les équations précédentes on aura 
pi(®) =0, | DENON n(w) =0, PrH1(®) > 0, Pn+2(W) >, .…. 


de sorte que le mouvement modifié se fait sur une liaison définie par 
une partie seulement 


=. ies Pilg, t)=0, 


des tu de la liaison primitive avec la condition que les équa- 


tions 
| Qi(@)=0, ++) Pal) =O 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXIV. — Avrit 1917. 14 
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soient compatibles avec les inégalités 
Pn4i( wo) > 0, Pn+2() =O, 


Toute liaison ainsi obtenue sera, par rapport ala liaison considérée, 
une liaison réduite. 

Le probléme de la recherche des liaisons réduites possède toujours 
une solution bien simple visible dans le cas général : c’est celle qui 


correspond à 
h==0 


il n'ya alors aucune égalité et les inégalités, qui sont celles de la liaison 
totale, sont compatibles par hypothèse. Le système cesse le contact 
avec toutes les liaisons simples composantes ; nous dirons que ¢ ‘est la 
réduction à la liaison nulle ou encore la réduction totale. 


1° Cas de la liaison simple. — 1 ne peut y avoir que la liaison 
réduite nulle, laquelle existe toujours. 


2° Cas de la liaison double. — Il y a la liaison réduite nulle et il 
s’agit de chercher les liaisons réduites simples. 

Une telle liaison sera représentée par une des droites ® avec la con- 
dition qu'il y ait sur cette droite des points qui soient du côté positif 
de toutes les autres droites 9, c’est-à-dire qui ne soient pas en dehors 
de langle convexe représentant la liaison. Or toutes les droites 9 
passent à l'extérieur de cet angle sauf les deux qui en forment les côtés 
et ces derniers satisfont bien à la condition de sorte que : les liaisons 
réduites simples sont celles qui sont représentées par les côtés de 
langle figuratif de la liaison double considérée. 

Dans la plupart des cas, il est inutile de passer par la considération 
de l’angle figuratif. 

Si la liaison double n’est pas surabondante et est définie par 


fi(git)=0,  fatgit)=0, 
les deux liaisons réduites simples seront manifestement 
Ji(q.t) =0 
fa(g,t)= 0. 


et 
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Considérons encore une plaque verticale en contact avec une hori- 
zontale fixe.par deux segments rectilignes qui peuvent être du même 


côté ou de part et d’autre. Il s’agit de chercher des déplacements vir- 
tuels du côté positif de la liaison totale et conservant le contact d’un 
seul point entre A et B ou entre C et D. 

On voit immédiatement qu’on ne peut satisfaire à ces conditions 
qu’au moyen de rotations convenables autour des deux points A et D, 
de sorte que les deux liaisons réduites simples sont définies : la pre- 
mière par l'obligation, imposée au point A, de rester sur l'horizontale; 
‘la deuxième, par la même obligation pour le point D. 


3° Cas de la liaison triple. — 11 y a alors la liaison réduite nulle, 
des liaisons réduites simples et des'liaisons réduites doubles. 

Pour avoir une liaison réduite simple, il faut prendre un plan figu- 
ratif d’une fonction + et possédant des points non extérieurs à l'angle 
polyèdre figuratif, ces points n'étant assujettis à aucune autre équa- 
tion, sans quoi les déplacements auraient lieu sur une liaison double 
composée avec © et une autre équation. Il résulte de la formation de 
l’angle polyèdre figuratif que les seuls plans © répondant à la question 
sont ceux qui forment les faces planes de l'angle polyedre. 

On a exclu les plans 9 qui peuvent exister et passent par une aréte 
de l’angle polyèdre parce que les déplacements virtuels dans 9 et non 
extérieurs à l’angle polyedre sont assujettis à l'équation 9 et à une 
autre équation, celle d’un autre plan passant par l’arête. Le raisonne- 
ment n’est plus valable si 9 est un plan tangent à une face conique, 
car les déplacements infiniment petits en dehors de l’arête sont encore 
dans # puisque ce plan est tangent. En réalité, on a une liaison réduite 
s'exprimant par le fait que les déplacements virtuels correspondants 
sont représentés par des points dans le plan tangent à la face 


conique. 
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En résumé, les liaisons réduites simples sont fournies par les faces, 
planes ou coniques, de l’angle polyèdre figuratif de la liaison. 

Pour avoir une liaison réduite double, il faut prendre deux plans 9 
dont l'intersection possède des points non extérieurs al’angle polyèdre : 
figuratif. On voit immédiatement qu'il faut prendre les deux plans 9 
formant deux faces consécutives. Le raisonnement semble s'appliquer 
à l'intersection des deux faces consécutives infiniment petites, c’est- 
à-dire à une génératrice d’une face courbe; mais, par suite de la conti- 
nuité entre les génératrices successives, on a ainsi une liaison double, 
mais dépendant d’un paramètre arbitraire, c’est-à-dire, par l’élimi- 
nation de ce paramètre, une seule équation entre les w, donc, en défi- 
nitive, une liaison simple. | 

Les liaisons réduites doubles sont donc fournies par les arêtes de 
l'angle polyèdre figuratif en y comprenant celles qui réunissent une 
face plane et une face conique ou deux faces coniques, pourvu que ce 
soient de véritables arêtes, c’est-à-dire que les deux faces ne se rac- 
cordent pas. 

Comme dans le cas des liaisons doubles, il est souvent inutile de 
passer par la considération de l’angle polyèdre figuratif. 

Si la liaison n’est pas surabondante et est définie par 


fitgit)=0, frlg,é)=0. figt)=0, 
on aura immédiatement les trois liaisons réduites doubles 


f:=0 
fi= 0 


= 0 Jr 0 
f:=0 = 0 


et les trois liaisons réduites simples 
FES, =D; ti Oe 


Considérons un solide posé sur un plan horizontal H par une face 
plane B. Tout déplacement virtuel peut, réduit en un point convenable 
de H, se décomposer en une translation dans H, une rotation perpen- 
diculaire à H et une rotation autour d’un axe A situé dans H. C’est 
cette dernière seule qui fournit un déplacement virtuel en dehors de 
la liaison considérée. Il faut, pour avoir les liaisons réduites doubles, 


ua 
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chercher les rotations A conservant le contact de deux points de B et 
donnant à tous les autres points de B des déplacements verticaux au- 
dessus de H. Il faut donc chercher les droites A passant par deux 
points de B et laissant tous les points de B d'un même côté; on est 
ainsi conduit à la formation de la base de sustentation B’, laquelle peut 
avoir des côtés courbes et les liaisons réduites doubles s’obtiennent 
en conservant le contact de deux sommets consécutifs de cette base de 
sustentation, ces deux sommets étant les extrémités d’un côté recti- 
ligne. | 

Pour avoir les liaisons réduites simples, il suffit de chercher les 
rotations A dans les mêmes conditions, mais ne conservant que le con- 
tact d’un seul point de B. Elles sont données par les droites A exté- 
rieures à B’ et passant par un de ses sommets ou tangentes à un de ses 
côtés courbes. 

Si, par exemple, la face B est limitée par une courbe convexe, 
B’ coincidera avec B et il n’y aura pas de liaisons réduites doubles. 

Si le solide est en contact avec la face supérieure de H par une 
face B et avec la face inférieure par une face B, en prolongement plan 
de B, il faut chercher les droites A passant par deux ou un point de B 
et B, et laissant B tout entière d'un côté et B, tout entière de.l’autre 
côté. On est alors conduit à la notion de base de sustentation formée 
au moyen de B et B, comme l'indique la figure. 


Cette base se compose d’une partie supérieure B’ et d’une partie 
inférieure B! s'étendant toutes deux à l'infini et l’une étant le prolon- 
gement de l’autre au travers de la droite de l'infini. | 

Les liaisons réduites doubles fournies par les côtés de B qui appar- 
tiennent à B’ ne conservent le contact d’aucun point de B,; celles qui 


= 
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sont fournies par les côtés de B, appartenant à B, ne | conservent le 
contact d’aucun point de B. Enfin il y a deux ee réduites doubles 
conservant le contact d’un sommet de B et d’un sommet de B,: ce sont 
celles qui sont fournies par ce que l’on pourrait appeler les deux tan- 
gentes communes intérieures à B et B, qui forment les côtés infinis 
de B’ et Bi. 

Quant aux liaisons réduites simples, elles seront encore fournies 
par les sommets de B’ et B:. 

Ces résultats étaient intuitifs en partant de la notion du début, 
c’est-à-dire de l’idée du solide quittant la liaison. Ce qui précède 
montre que la traduction analytique de cette notion permet de les 
retrouver par l'application d’un raisonnement d’une portée beaucoup 
plus générale. 


II. — Equations de discontinuité. Force vive d'une liaison. 


4. Suppression brusque d’une liaison. — Soient A une liaison à 
laquelle est soumis un système matériel et L'ensemble de toutes ses 
autres liaisons. | 

Le système se mouvant sous l’action de forces déterminées sur la 
liaison totale L + A, on suppose qu'à l'instant £, la liaison A soit 
supprimée brusquement. Quel va être le mouvement ultérieur ? 

Par définition même, ce sera un mouvement sur la liaison L et sous 
l’action des mêmes forces, puisque celles-ci continuent à agir sans 
modifications. Pour achever de le déterminer, il faut connaître ses 
conditions initiales à instant ¢, où il commence. 

Considérons les conditions finales du premier mouvement, c’est- 
à-dire les valeurs des 4 et des g'à l'instant ¢, dans ce mouvement, elles 
satisfont aux équations (L) et (A) de la liaison L+ A, et, en parti- 
culier, aux équations (L) de la liaison sur laquelle a lieu le second. 
mouvement. On peut done concevoir un mouvement ultérieur sur la 
liaison L et ayant pour conditions initiales les conditions finales du 
mouvement sur la liaison L + A. 

Mais il y a ici à faire une distinction entre les q et les q’. La posi- 
tion initiale dans le second mouvement est identique à la position 


MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES LIAISONS FINIES UNILATÉRALES. ETAT 


finale dans le premier; donc, sans faire appel à aucun postulat, nous 
pouvons dire : les g initiaux du second mouvement sont les g finaux 
du premier mouvement. 

Pour les 7’ on ne peut rien dire d’analogue a priori. Du fait que, 
parmi tous les mouvements qui peuvent se produire sur L, il y en a 
un dont les q’ initiaux sont les 7 finaux du mouvement sur L + A, ne 

résulte en aucune facon que ce soit ce mouvement qui se produise 
réellement. 

Il faut faire appel à l'expérience qui fait constater toujours que le 
changement dans le mouvement se fait sans discontinuité apparente, 
c'est à dire en conservant la continuité des vitesses. C’est la loi expé- 
rimentale dont un cas particulier bien connu s’exprime en disant que, 
si la liaison d’un point matériel est brusquement rompue, ce point 
s'échappe par la tangente. 

Nous admettrons donc : 


PRINCIPE EXPÉRIMENTAL. — Lorsqu'un système matériel se meut sur une 
liaison L + A et qu'à un certain moment la liaison À se trouve brusque- 
ment supprimée, le mouvement ultérieur sur la liaison L est celui qui a 
pour conditions initiales les conditions finales du mouvement sur L + A. 


Pour abréger le langage nous désignerons par M le mouvement 
sur L + À finissant à l'instant ¢,, par M’ le mouvement sur L commen- 
cant à l'instant ¢, et par M, la continuation, à partir de ¢,, du mouve- 
ment M sur L + A; de sorte que M’ et M, sont deux mouvements, l’un 
sur L, l’autre sur L+ A et ayant les mêmes conditions initiales à 
l'instant initial ¢,. 


5. en de discontinuite. — Les équations du mouvement M, 
sont, en employant la forme condensée de Dalembert et n’employant 
que celles des fonctions 9 qui sont distinctes, 


D (P+ Qat Miso) + Dp e(o) =o, 


ACHETE f2(qg")— &—0, re 
91(97) — 4 =0, LACS ne ere 


la seconde ligne étant formée par les équations du second ordre de (L) 
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où l’on met en évidence la partie homogène aux get la troisième ligne 
par les-équations analogues de A. 
Les équations du mouvement M’ sont 


S (P+ Q)o+ MAS (o) =o, 
Si(q")—a=0, f2(g") —a2 =0, 


Dans ces deux systèmes, faisons ¢= ¢,, ce qui fait que les g et les 7’ 
y prennent les mémes valeurs. Enfin, des équations de M’ retranchons 
les équations correspondantes de M,. Si nous appelons Pus P» SD 
les variations que subissent les g” à l’instant ¢, quand on passe dé M, 
à M’ et par ¢ les mêmes variations des A, et si enfin nous appelons &(p) 
la portion homogène et du second degré de la force vive où l’on a 
remplacé les q’ par les p, nous obtiendrons 


->2T0+ ef(o)— dy) =o, 
fitp)=0, fr(p)=9, 


Ce sont les équations de discontinuité du second ordre qui font con- 
naître les variations brusques que subissent les g” à l’instant ¢, quand 
on passe du mouvement M au mouvement M’ par suppression de la 
liaison A. 

Pour que la discontinuité n’existe pas au second ordre, il faut que 
les équations de discontinuité qui sont linéaires soient vérifiées par 
un système de valeurs des p et des ¢ dans lequel les p sont tous nuls. 
On aura alors 


‘ 


de flo) — Mp o(o) =o, 


qui sont des relations linéaires et homogénes entre les formes 
linéaires f(w)-et ?(w). Comme celles-ci sont distinctes par hypo- 
thèse, il faut que les v et les » soient nuls. Réciproquement, si les v. 
sont nuls, les équations de discontinuité sont homogènes et donnent 
les p et les ¢ tous nuls. L’ expression 


De aa) 
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est le travail virtuel qui sert de définition aux forces de liaison rela- 
tives à la liaison A. Si, pour abréger, nous appelons réaction de A-ce 
système de forces de liaison, la condition que les u sont tous nuls 
signifie que la réaction de A a un travail identiquement nul, c’est- 
à-dire est nulle. Donc : 

Pour qu’au passage de M à M’ il n’y ait pas de discontinuité au 
second ordre, il faut et il suffit qu'au moment où la liaison A est sup- 
primée sa réaction soit nulle. 

Dans ce cas, on différencierait les équations des mouvements M, 
et M’ de façon à passer aux équations du troisième ordre et, par le 
même mécanisme, on trouverait les équations de discontinuité du 
troisième ordre 


— S04 Deroy — LHe) =o, 
fs (P i= 9; f:(Pp)= 0, eng 


qui sont analogues a celles du second ordre, les p désignant les varia- 


. . . dk . 4 . 
tions des g”, les ¢ les variations des ay? mals ou figure maintenant non 


plus la réaction de A, réaction qui est nulle, mais la vitesse de cette 
réaction, cette vitesse étant prise ici au sens que j'ai attribué à 
l’expression « vitesse d’un système de vecteurs ». Le raisonnement 
. précédemment fait montre : pour que la discontinuité n’apparaisse 
pas encore au troisième ordre, il faut et il suffit que la réaction de A 
soit nulle à l'instant ¢, ainsi que sa vitesse. 

Et ainsi de suite. 


6. Position du mouvement M' par rapport à la liaison A. — Soient 
B(g,t)— 0, ®,(¢q,¢)=0, 


les équations finies de A. Il s’agit de voir le signe que prennent les 
fonctions ®, immédiatement après l’instant £,, dans le mouvement M’, 
c’est-à-dire le signe à l'instant ¢, + dt de la quantité 


Oy (9, €) — Oy, (9, ¢) 


puisque le second terme est identiquement nul. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV, — AVRIL 1917. 15 
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Pour ¢—=<,, cette quantité est nulle ainsi que sa première dérivée, 
puisque les g et les g' sont, à cet instant, les memes dans les deux 
mouvements. Le signe est donc celui de la dérivée seconde. On a 


2 


les A ne dépendant que des g et B que des g et des q’. En faisant la 


différence, il restera donc 
gp). 


On est ainsi amené à voir le signe des fonctions + pour un déplace- 


ment virtuel 
P1€; P2€) MON, Pn£; 


e étant un infiniment petit positif. C’est ce déplacement que nous 
appellerons, pour abréger, le déplacement (p). | 

Si la discontinuité n’apparaissait qu’au troisième ordre, on retrou- 
verait exactement le même résultat au moyen du déplacement (p) 
formé avec les discontinuités des g” et ainsi de suite. | 


7. Force vive de la liaison À. — Partons des équations de disconti- 
nuité du second ordre dans lesquelles nous considérerons les u comme 
des variables indépendantes. Elles détermineront les p et les ¢ comme 
fonctions linéaires des y et, en portant dans les expressions 9(p), 
celles-ci deviendront des fonctions 


2 ®,(2), ®, (1), 
linéaires et homogénes que nous nous proposons d’étudier. 


1° Les fonctions ®( 3.) sont distinctes. — Leur nombre étant égal au 
nombre des variables 1, si elles n'étaient pas distinctes, il existerait 
des p non toutes nulles et satisfaisant à 


P,(u) —0, D, Caeser ETES 
Donc les valeurs correspondantes des p satisferaient à 


Pi(P)=0, pp) = 0, +3 


as ee LES | RS LR 
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et, finalement, les p, les ¢ et les v. vérifieraient les équations 


D DIT OENTIOEE 


JulP =O, Jap} = 0, 9 :.., 
P(P)=09, o2(p)=09, 


Or, ce sont les équations du mouvement d’un certain système maté- 
riel fictif qui serait soumis à la liaison L+ À et dont la force vive 
serait &, force vive homogène et du second degré où les paramètres ne 
figurent que par leurs dérivées premières. Ces équations déterminent 


-sans ambiguité, puisque & est une vraie force vive et que les liaisons 


sont distinctes, toutes les dérivées secondes p et les multiplicateurs ¢ 
et u. Dans le cas actuel, elles sont homogènes; donc elles donnent, 
pour les p, les ¢ et les u, des valeurs toutes nulles. 

Ainsi l’hypothèse que les fonctions ® sont toutes nulles exige que 
les y. soient également tous nuls, et cela prouve que les cons ® 
sont distinctes. 


2° Les fonctions D(u.) sont les dérivées partielles d’une même fonc- 
ion. — Proposons-nous de démontrer que l’on a 


0®, _0®. 
Op OR 


Désignons par æ,, æ,, ... les dérivées des p par rapport a p,, et 
par. yi, Yo, --- leurs dérivées par rapport à py. 
Les équations de discontinuité dérivées par rapport à v., donnent 


= o+ D5 gat) = 910) = 0, 
no RAT Tv 


(41) 


Dérivées de même par rapport à v.., elles donnent 


(2) — Dot 7 (0)—e(0)=0, 


AA EY) =o, Se 


Dans l’équation de Dalembert du système (p,) remplacons les w 
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par les y en tenant compte des équations de la seconde ligne de (2) : 
nous aurons 


0G 
— 57) =e. 


De même, dans l’équation de Dalembert de (y.), remplaçons les w 
par les x en tenant compte des équations de la seconde ligne de (4, ); 
nous aurons 


~ SB x- oe) =0. 
Oy 


Si nous remarquons que, & étant homogène et du second degré, 


on à ; Se 
G © 
Yea Yok, 


G1 (Y) = (x). 


on en conclut 


Mais on a 


0 4: Mee 
_d®, 


0 PP 
FT dm 22 P) = 9,(z), 


et l'égalité précédente devient 
dd, _ of, 


Or On 
On peut donc poser 


3° La forme quadratique W est définie et positive. — On a, par la 
formule d’Euler, 


2W= Se = Spb) -= — po (p). 


Revenons à l'équation de Dalembert qui figure dans les équations de 
discontinuité, remplaçons-y les w par les p et tenons compte des équa- 
tions de la seconde ligne, nous aurons 


=> TP —Dive(p) =0, 
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c’est-à-dire 
—Ÿ pop) =28(p); 


donc finalement | 

OW (up) = 26 (D). 
La fonction 2W est ce que devient 2& quand on exprime les p au 
moyen des g; donc elle est, comme 2€, définie et positive. 

En résumé : la fonction 2W(v.) est une forme quadratique homo- 
gène, elle est définie et positive, ses dérivées partielles sont distinctes ; 
donc, son discriminant n’est pas nul; elle possède ainsi les propriétés 
essentielles de la force vive et, de plus, c’est la transformée d’une 
véritable force vive. 

Pour ces raisons, dans toute la suite de ce Mémoire, la fonction 2 W 
sera appelée « force vive de la liaison A». 


8. Calcul pratique de la force vive W. — Réduisons la liaison A au 
nombre de contacts distincts qui sont nécessaires et suffisants pour la 
définir completement au point de vue dynamique et introduisons les 
réactions de chacun d’eux en les désignant par &,, U., ..., et les 
comptant positivement du côté positif. — 

Avec les forces fictives v. le système peut être considéré comme 
débarrassé de la liaison À. C’est un système mobile sur la liaison L et 
son mouvement aura des équations 


F;(g” À, g', st, Pas Pay «> = 9, 


ss... ss 


que nous formerons par un quelconque des procédés connus et dans 
lesquelles pourront figurer des inconnues auxiliaires À provenant de la 
liaison L. Ces équations seront en nombre égal à celui des g” et des À 
et les détermineront. | 

Formons maintenant les équations analogues du mouvement du 
système quand la liaison A est supprimée. On les aura immédiatement 
en introduisant l’hypothèse 


ea eo 
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dans les équations précédentes, ce qui donnera les équations 


Pour avoir les équations de discontinuité, il faudra retrancher ces deux 
systèmes en y considérant les’ et les À comme n’ayant pas les mêmes 
valeurs, tandis que les q, les q’ et ¢ seront les 1 mémes. 

Les équations F sont de la forme 


“#(g", À)... +90 (pu, Pay +++) =0 


dans laquelle ¢ est une forme linéaire et homogène des q’ et des A, 
ot une forme linéaire et homogène des y et où les termes non écrits 
dépendent seulement des g, des q’, de t et des forces données appliquées 
au systeme. 

Les équations correspondantes du mouvement sans la liaison A 


seront donc 
F9 À) h,. FO0—0, 


d'où, par soustraction, les équations de discontinuité sous la forme 
F(p, v)— Mt, Las) SO 


Or, la fonction W que nous nous proposons de former, étant quadra- 
tique et homogène, ne se modifie pas si l’on change tous les » en — uw 
ce qui nous permet de la calculer au moyen des équations 


F(p, V) + Mis Poy » « -) 19 


qui sont les équations de discontinuité où l’on a fait le changement 
des en — y et qui sont les équations du mouvement sur la liaison 
totale où l’on a supprimé tous les termes ne contenant pas les g”, les À 
et les uw. è | ; 

D'où la règle suivante : 


Introduisant les réactions distinctes de la liaison A complées toutes 
positivement du côté positif de cette liaison, on écrit les équations du mou- 
vement du système debarrassé de cette idee en se bornant aux termes 
contenant les q" et les réactions soit de la liaison A soit des autres liaisons. 
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On en tire les q" qu'on substitue aux g dans la portion 2T, de la Dore 
vive et l’on obtient ainsi la fonction 2W. 


III. — La transformation W. 


9. La transformation plane W,. — Considérons un angle convexe a 
formé par deux demi-droites p, g issues du point O. Menons à p une 
demi-perpendiculaire P du côté opposé ag, c’est-à-dire vers l'extérieur 
de a; menons de même une demi-perpendiculaire Q à gq vers l’exté- 
rieur de a. Nous formons ainsi un angle convexe A et c’est la transfor- 
mation de a en A que nous appelons « transformation W, » parce 
qu'elle est un cas particulier de la transformation W que nous étüudie- 
rons ensuite. 

Rien qu’à l'inspection de la figure et sans qu’il soit nécessaire de 
faire aucun raisonnement, nous voyons apparaitre la propriété sui- 
vante : 


L’angle convexe a, l'angle convexe transformé A et les angles con- 
vexes pP, gQ joignant les côtés correspondants de a et À nempietent 


Fig. 


jamais les uns sur les autres et remplissent tout le plan de sorte que tout 
point du plan non situé sur l’une des quatre demi-droites p, P, q, Q est 
toujours situé al intérieur d’un et d’un seul de ces quatre angles convexes. 


10. La transformation plane W. — Commençons par faire une 
remarque relativement à la transformation homographique bien 


connue qui fait passer d’une ellipse à son cercle homographique. En 
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employant les axes de l’ellipse, cette transformation prend la forme 
waar, y= By; 


toute demi-droite à issue de l’origine se transforme en demi- droite Oy 
issue également de l'origine. Dew demi- droites opposées 6, à, se 
transforment en deux bte opposées d,, à. Si à parcourt un 
angle convexe pq en allant de p à q, à ne passe pas par la demi- 
ton opposée à p, donc la transformée 2’ va de p' à g sans passer 
par la demi-droite opposée ap’, donc 2’ parcourt l’angle convexe formé 
par p’ et q’. Ainsi un angle convexe se transforme en un angle convexe. 
Enfin si deux angles convexes sont contigus et n’ont pas de portion 
commune, il en sera de mème pour les deux angles transformés. 

De là résulte que, si nous transformons la figure obtenue dans le 
paragraphe précédent, nous obtiendrons quatre demi-droites p’, g', P’, 
Q dans laquelle les quatre angles convexes p’q’, q'Q’, Q'P’, P’p’ auront 
encore la même disposition et rempliront tout le plan sans empiéter 
les uns sur les autres. 

La transformation W se rencontrera dans le problème des liaisons 
unilatérales doubles sous la forme suivante : On part d’un angle 
convexe a issu de l’origine, on prend son angle supplémentaire a’ au 
sens de la théorie des trièdres supplémentaires, et enfin on applique 
à l'angle convexe a’ la transformation (®) définie par 


d hd? 


_ce qui donne l’angle convexe A. 
Soit 
are axæ+fBy—=o 


un côté de a, le côté correspondant de a’ est 


(p') = = 3 

et le côté correspondant de A est ; 
aw OW 

(P) ee 
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Considérons un point æ, y; sa polaire par rapport à la conique 


W(2,7)=0 
est 
yeahs 5 el — O, 
dy 


de sorte que l’équation du côté de A exprime que la polaire d’un quel- 
conque de ses points estle côté dea. Nous pouvons donc dire que deux 
côtés correspondants de a et A sont deux droites polaires conjuguées 


par rapport à la conique 
Wits, yaaa 


qui est un système de deux droites imaginaires, c'est-à-dire une 

conique du genre ellipse. 
Sinous ee la transformation bios transformant cette 
ellipse en cercle, 
i e+ y?=0, 


les angles convexes a et A se changeront en nouveaux angles convexes 
dont les côtés correspondants seront polaires par rapport a ce cercle- 
point, donc seront rectangulaires. 

Soient p, ¢ les côtés ue a et P,Q ceux de A; le. côté p’ de a’ est 


perpendiculaire à p et du côté de a. D’autre part, la transformation ® 


donne . 
INEN OWL Soo 
eee ay) 


de sorte que la demi-droite P transformée de p’ fait avec elle un angle 

obtus et il en résulte que P est, par rapport à p, du côté opposé à a. 
Cette propriété est conservée par la transformation qui ramène au 

cercle-point, de sorte que les deux angles convexes transformés de a 

et A se déduisent l’un de l’autre par la transformation particulière W,. 
Et l’on arrive à cette conclusion : 


On passe de l'angle convexe a à l'angle convexe A en remplaçant les 
côtés p, q de a par leurs polaires P, Q par rapport à Vellipse-point 


Wix, y)=0 
Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV.— AVRIL 1917. 16 
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et les angles convexes pq, 7Q, QP, Pp n'empiélent pas les uns sur les 
autres et recouvrent entièrement le plan. . 


11. La transformation W, de l'espace. — Soit un angle solide 
convexe a issu de O. A chaque face plane ou à chaque plan tangent 
d’une face courbe, nous ferons correspondre la demi-droite perpen- 
diculaire du côté opposé à celui où se trouve a; par cette correspon- 
dance, à chaque aréte de a correspond un plan perpendiculaire 
contenant les droites qui correspondaient aux deux faces aboutissant 
à cette aréte. On détermine ainsi un angle solide A. 

Soient à une aréte deaet F la force correspondante de A. Considérons 
une aréte quelconque A, de A, elle est perpendiculaire à une face de a 
et du côté opposé à à, done ie un angle obtus avec 6; toutes les 
arétes de A font un angle obtus avec une certaine demi- perpendi- 
culaire 6 au plan F, donc sont du même côté de F, côté opposé à à et 
de là résultent deux conséquences : 


RE ‘angle solide A est convexe : 
2° Les deux angles solide a et A sont réciproques. 


Si l’on prend comme cas particulier de a un trièdre trirectangle, on 
voit que A est simplement le trièdre symétrique et l’on en conclut que 
la transformation W , renverse le sens de rotation d’un angle solide. 

Considérons une demi-droite d intérieure à a. Soit f une face quel- 
conque de a et A l’arête correspondante de A; les deux demi-droites d 
et A sont de part et d'autre de f et A est une perpendiculaire, donc d 
fait un angle obtus avec toutes les arêtes de A de sorte que, par rapport 
au plan perpendiculaire à d, l’angle solide A se trouve tout entier du 
côté opposé à D. D'où cette propriété : l'angle solide a et l'angle 
solide À n’ont aucune parlie commune; tous les plans perpendiculaires 
à des demi-droites intérieures à @ ou intérieures à A ne coupent nia 
ni À. Il en est ainsi, en particulier, pour les plans des faces de A qui 
rentrent dans la première catégorie et pour les plans des faces de a qui 
rentrent dans la seconde. 

Prenons deux cônes convexes a et À; ils se correspondent par géné- 
ratrices et par plans tangents. Soient à, A deux génératrices corres- 
pondantes et p, P les deux plans tangents. Enfin, désignons par E la 
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région extérieure à a et A; p et P sont, comme nous venons de le voir, 
entièrement contenus dans E, donc leur intersection [ y est aussi 
entièrement contenue. 

Considérons alors le dièdre convexe formé du demi-plan p issu de I 
et contenant 6, et du demi-plan P issu de I et contenant A. Tout point 
intérieur à ce dièdre est, par rapport à p, du côté de A, c’est-à-dire du 
côté de A et, par conséquent, du côté opposé à a, puisque p laisse a 
d’un côté et A de l’autre; ce point est donc extérieur à a, pour la même 
raison il est extérieur à A, il est donc dans E. L’angle convexe formé 
par les deux demi-droites à, A tracées dans les deux faces du dièdre est 
forcément celui des deux angles qui est intérieur au dièdre convexe 
et, comme celui-ci est tout entier dans E, on en conclut : l’angle 
convexe formé par deux génératrices correspondantes de deux cônes a 
et À est tout entier extérieur à ces deux cônes. 

Revenons maintenant à des arêtes et faces planes de deux angles 
solides convexes a, À se correspondant par la transformation W,; a 
et À ne se correspondent plus par génératrices; à une aréte de a 
correspond une face de A, c'est-à-dire une infinité de génératrices qui 
sont toutes les droites intérieures à cette face; de même, à une aréte 
de A correspond une infinité de génératrices qui sont les droites inté- 
rieures à la face correspondante de a. Sauf cette indétermination, nous 
pourrons parler d’arêtes correspondantes. 

Soient 6, A deux génératrices correspondantes de a et A, 6 étant une 
arête de a et A une demi-droite intérieure à la face correspondante F 
de A. Imaginons, ce qui est toujours possible, un cone convexe C 
inscrit dans A de telle façon que sa génératrice de contact avec la 
face F soit précisément A. La transformation W, appliquée à C 
donnera un cône convexe ¢ qui sera circonscrit à a. Les demi- 
droites à, À seront des génératrices correspondantes de c et C. L’angle 
convexe 6, A sera extérieur à C, donc, a fortiori, extérieur à a; il sera, 
par rapport au plan tangent le long de A, du côté opposé à Cet, comme 
ce plan tangent est le plan de la face F et que C et A sont du même 
côté de ce plan, il sera, par rapport au plan de F, du côté opposé à À 
donc aussi extérieur à A, c’est-à-dire, finalement, dans l’espace E 
extérieur à a et A. | 

Enfin faisons remarquer qu’étant donnée une demi-droite 6 et un. 


124 ÉTIENNE DELASSUS. 


angle convexe F issus du même point, l’angle solide convexe ayant 6 
pour aréte et F comme face peut se définir de plusieurs façons que 
nous aurons à utiliser : | 

1° C’est la portion d'espace que décrit une demi-droite équipollente 
à A et dont l’origine parcourt la face F; 

2° C’est la portion d'espace balayée par un angle équipollent à F et 
dont le sommet parcourt ô; 

3° C’est la portion d’espace balayée par l'angle convexe de à avec 
une demi-droite issue de O et parcourant l’intérieur de F. ; 


Pour bien voir ce qui se passe, coupons a et A par une sphère de 
centre O. Nous aurons deux polygones sphériques convexes a et A 
formant en quelque sorte deux calottes distinctes sur la sphère et 
laissant entre elles une zone irrégulière formant une route à deux 
bords faisant le tour de la sphére. Sur ces deux routes vont marcher 
simultanément deux points correspondants 6, A dont il faudra consi- 
dérer l’angle convexe représenté par l’arc de grand cercle, moindre 
que la demi-circonférence, qui les joint et que, pour garder le même 
langage, nous appellerons l'arc convexe. 

De ce que à et A parcourent a et A en sens inverses, ces sens étant 
vus, pour 6, par un observateur debout sur la sphère et les pieds à 
l’intérieur de a et pour A, par un observateur analogue les pieds à 
l'intérieur de A, résulte que, pour un observateur unique placé sur la 
route E et regardant les deux points, ces points sembleront tous deux 
avancer ou tous deux reculer, c’est-à-dire marcher dans le même sens 
sur leurs bords respectifs. 

Si, schématiquement, nous représentons les arcs de grand cercle 
par des droites, nous avons pour le mouvement de l’are convexe dA 
une figure du genre suivant (fig. 6). 

Dans ce mouvement, l'arc 6A, qui ne sort jamais de E, balaie certai- 
nement toute la route E et passe une fois et une seule par tout point 
situé sur cette route. 

Si nous revenons à la figure de l’espace, nous voyons que, dans son 
mouvement, l’angle convexe ôA balaie plusieurs sortes de régions : 


1° Les régions à, F, angles solides (trièdres) déterminés par une > 
aréte de a et la face correspondante de A; 


ae AN 
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2° Les régions f, A, angles solides (triédres) déterminés pam une 
face de a et i aréte EnPrespenidan te de. A; 
3° Les régions 9, ®, angles solides convexes limités par deux faces 


courbes correspondantes de a et A et par les deux positions extrémes 
de l’angle convexe 0A. 

Ce qui précède nous montre que ces divers angles solides convexes 
remplissent tout l’espace E et n’empiètent jamais les uns sur les 
autres, donc : 


L’angle solide convexe a, son transformé A et tous les angles solides 
convexes joignant une arête de a à la face correspondante de A, ou une 
face de a à l’arête correspondante de A, ou deux faces courbes correspon- 
dantes de a et À, remplissent complétement l'espace sans empiéter les uns 


sur les autres de sorte que tout point qui nest pas sur une face ou une 


aréte de ces régions se trouve toujours dans une el une ioe d’entre 
elles. 


12. La transformation W de l’espace. — On fera, sur la transfor- 
mation qui fait passer de l’ellipsoide à la sphère homographique, des 
remarques analogues à celles qui ont été faites au début du para- 
graphe 10. 

“La transformation W se rencontrera dans notre théorie sous la 
forme suivante : on part d’un angle solide convexe a, on prend 


l'angle solide supplémentaire a’ et on lui fait subir la transformation 


ow em ia AU 
ee aK oY. Fy Aes 


ce qui donne l’angle solide A. 
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Si f est une face de a ayant pour équation 
axr+PBy+ys=—0, 


l’aréte correspondante de a’ sera 


aa sa re 
6 
et l’arête de A aura pour équations 
AU ae 
Dr Ark 
a Er 6 =: y 2 


ce qui montre qu’à chaque face de a on fait correspondre la polaire de 
son plan par rapport au cône imaginaire 


W(æ, 7,3) —o. 


On montre en outre, comme conséquence de ce que W est positive, 
que l’on doit prendre la demi-polaire qui est, Le rapport à la face 
considérée, du côté opposé à a. 

Si l'on applique la transformation qui fait passer de l’ellipsoide- 
point à la sphère-point ou est ramené à la transformation W, et il en 
résulte que toutes les propriétés de convexité et de disposition des 
régions démontrées pour la transformation W, s appliquent sans 
aucune modication a la transformation W. 

Ainsi: On passe de l’angle solide convexe a à l’angle solide convexe A 
en faisant correspondre à chaque face de a sa demi-polaire par rapport 


au cône | 
W(x;7,r)=0 


du côté opposé à a. L'angle solide a, l'angle solide A et les angles solides 
convexes joignant une arête de l’un à la face plane correspondante de 
l’autre, ou deux faces courbes correspondantes, remplissent tout l’espace 
sans empiéter les uns sur les autres. 


TT Le 


eee 2 RS SES DS Le 
\ . A! : 
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SECONDE PARTIE. 


ETUDE DYNAMIQUE DES LIAISONS FINIES UNILATERALES. 


I. — Les liaisons unilatérales simples. 


13. Le problème à résoudre. — Le système S soumis à des liaisons L 
est supposé lancé sur une liaison unilatérale simple A, ce qui revient 
à dire que les g de la position initiale satisfont à l’unique équation 
finie de A et que les g et q’ initiaux vérifient l’unique équation du 
premier ordre de A déduite de la précédente par dérivation. 

La seule liaison réduite étant la liaison nulle, ou bien le mouvement 
va, au début, se produire sur L+ A ou bien sur L seulement et, 
comme c’est la liaison A seule qui nous intéresse, nous dirons dans ce 
dernier cas que le système se meut librement ou encore qu'il prend le 
mouvement libre. En résumé, partant des conditions initiales consi- 
dérées, le mouvement du début peut être soit le mouvement dL, sur 
la liaison A, soit le mouvement libre M,. Quel est celui de ces deux 
mouvements qui se produit effectivement? C’est la premiére question 
à résoudre et elle constitue ce que nous appellerons « le problème 
initial ». | 

Supposons que l’on soit dans les conditions voulues pour que ce 
soit le mouvement MA qui se produise. Ce mouvement sur A va-t-il se 
continuer indéfiniment? A quel moment et dans quelles conditions le 

- mouvement MA se transformera-t-il en mouvement M,? C’est la la 
seconde question à résoudre et elle constitue « le probleme pendant le 
mouvement ». = 


14. Cas où la solution du problème initial est fournie par la dyna- 
mique. — Considérons le mouvement M, que prendrait le système en 
vertu des conditions initiales considérées si la liaison A n'existait pas 
et voyons comment il se produit par rapport à la liaison À considérée 
au point de vue géométrique. 
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Supposons que ce mouvement M, se produise, au début, du côté 
négatif de A. Le mouvement réel du début ne peut être que Ma ou Mis 
or ce dernier mouvement n’est pas ur mouvement possible, car, s il se 
produisait, il aurait lieu du côté négatif de A et la réalisation maté- 
rielle de cette liaison s’oppose à tout mouvement de ce côté; donc : 


Si le mouvement libre débute du côté negatif de la liaison unilatérale 
le mouvement qui se produit réellement au début est celui sur celte 
liaison. 


Et cette conclusion peut s’énoncer sous la nouvelle forme : 


La condition nécessaire pour que ce soit le mouvement libre qui se pro- 
duise réellement au début est que ce mouvement libre ait lieu sur la 
liaison A ou débute du côté positif de cette liaison. 


Sous la première forme ce résultat donne donc une condition su fft- 
sante pour que le mouvement réel soit MA et, sous la seconde forme, 
une condition nécessaire pour que le mouvement réel soit M,. 

Mais de toute façon le résultat est incomplet parce que l’on n’obtient 
pas des conditions nécessaires et suffisantes de production réelle de l'un 
des deux mouvements entre lesquels il faut choisir. 


15. Principe expérimental du mouvement libre. — Prenons un point 
pesant posé au-dessus d’un plan horizontal fixe. Il reste immobile, 
c'est-à-dire prend le mouvement My; c’est le cas dynamique précédent 
car le mouvement M, chute verticale descendante, aurait lieu du côté 
négatif du plan. Au contraire, placons le point au-dessous du plan, le 
mouvement libre est possible, il a lieu du côté positif du plan et 
celui-ci, réalisé matériellement, ne s’y oppose pas. On constate que 
ce mouvement libre se produit effectivement. 

. Prenons encore un pendule simple partant du repos. Si la position 
initiale est au-dessous de l'horizontale, en m,, le mouvement libre 
augmente la distance au point fixe, donc a lieu du côté négatif; c’est 
le cas dynamique, le point suit la liaison. Si la position initiale est 
au-dessus de l'horizontale, le mouvement libre raccourcit la ficelle, 
done a lieu du côté positif de la liaison et l’on constate expérimen- 
talement que c’est ce mouvement libre qui se produit effectivement. 


MEMOIRE SUR LA THÉORIE DES. LIAISONS FINIES UNILATERALES. 129 


Sans qu'il soit nécessaire de multiplier les exemples, on est ainsi 


Fig. 7. 


amené à poser, comme principe expérimental absolument général, la 
loi suivante : 


Lorsqu'un système matériel est lancé sur une liaison unilatérale 
simple À, chaque fois que le mouvement libre est possible au début, c'est- 
a-dire que la réalisation matérielle de À ne s'oppose pas à ce mouvement, 
c'est ce mouvement libre qui se produit effectivement au début. 


15", Principe général des liaisons unilaterales simples. — Le principe 
expérimental précédent, combiné avec le cas dynamique, donne la 
solution complète du problème initial. Celui-ci pouvait, en effet, 
s’énoncer sous la forme : trouver les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que ce soit le mouvement M, qui se produise au début? 
Par exclusion on obtient ensuite les cas de production de My. 

Or le cas dynamique nous donnait une condition nécessaire, à savoir 
que M, débute sur A ou du côté positif et le principe du mouvement 
libre exprime simplement le fait que cette condition est suffisante. 

En les combinant on obtient donc le principe général donnant la 
solution complète du problème initial : 


Un système matériel étant lancé sur une liaison unilatérale simple À : 
Si le mouvement libre a lieu, au début, du côté négatif de A, c'est le 
mouvement sur À qui se produit effectivement au début ; 
Si le mouvement libre a lieu, au début, du côté positif de A, c’est ce 
mouvement libre qui se produit effectivement au début ; 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXIV. — Mat 1917. * 17 
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. Si le mouvement libre a lieu sur A, c’est ce mouvement libre, qui 
est en méme temps un mouvement sur À, qui se produit effectivement au 


début. 


16. Transformation en principe de la réaction. — Pour chercher 
la position de M, par rapport à À, utilisons la considération du mou- 
vement MA, mouvement que prendrait le système sur la liaison A 
considérée comme liaison forcée. Cette liaison, comme nous l’ayons 
vu, se réduit à une seule équation donnant une seule fonction 9(w). 

En employant les équations de discontinuité relatives à la sup- 
pression de A, la position de M, par rapport à A sera donnée par le 
signe de 

(AUDE 


. P(), 


c’est-à-dire de 


et comme il n’y a ici qu’une seule variable wu, ona 


ow . 
y D = — = a W. < 
pO (p Op (#) 


de sorte que o(p) est de signe contraire a uw. 
Si y est positif, le travail 
Hp (0) 


de la réaction de A est positif pour tous les déplacements virtuels du 
côté positif de A. Cette réaction est alors dite positive ou du côté 
positif de A. | 
Dans le cas de 4 négatif, la réaction a un travail négatif pour tous 
les déplacements positifs et elle est dite négative ou du côté négatif 
de A. { | 
o(p) étant de signe contraire à uw, il en résulte : 


Le mouvement libre a toujours lieu, par rapport à À, du côté opposé à 
la réaction du mouvement forcé sur cette liaison. 


Il est entendu que l’on prend la réaction à l’instant initial; si cette 
réaction était nulle, en partant des équations de discontinuité du troi- 
siéme ordre on retrouverait les mêmes résultats avec le changement 
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de uw. en A ce qui reviendrait à prendre la réaction immédiatement 
après l'instant initial. | 
Notre principe se transforme donc en : 


N étant la réaction initiale ou immédiatement apres l'instant initial 
dans le mouvement forcé sur la liaison À, le mouvement qui se produit 
réellement au début est My st N est positive et M, si N est négalive. 


vest cette forme que l’on emploie dans les applications parce qu’elle 
remplace la considération un peu abstraite de la position d’un mou- 
vement par rapport à une liaison par celle, plus concrète, du sens d’un 
vecteur porté sur une droite. 


17. Problème pendant le mouvement. — On suppose essentiellement 
que le mouvement débute sur À et, par conséquent, que la réaction N 
Soit positive à l'instant initial ou soit nulle et devienne positive immé- 
diatement après. Décomposons le temps en intervalles infiniment petits 
et considérons la succession des mouvements, chacun d’eux ayant 
pour conditions initiales les conditions finales du précédent. , 

N, d’après l'hypothèse faite, restera positive dans un certain inter- 
valle fini, allant de 4, à £,, et alors changera de signe en s’annulant (la 
réaction ne peut devenir infinie sans quoi il y aurait rupture des 
liaisons). 

Dans le second intervalle infiniment petit, N débute par être posi- 
tive, donc c’est MA qui se produit et N reste positive, donc est 
encore positive au début du troisième intervalle, de sorte que c’est 
encore MA qui se produit et ainsi de suite; tant qu’on sera dans ¢, — 4,, 
on aura une succession de mouvements MA infiniment petits, consti- 
tuant le mouvement continu MA. Il n’en sera plus de même quand on 
arrivera à l'instant ¢,; dans l'intervalle qui suivra, N débutera par être 
nulle mais pour devenir négative; done, dans cet intervalle, ce sera M, 
qui se produira; à la fin de cet intervalle, le système n ‘est même plus 
en contact avec A, done A n'intervient plus et c’est le mouvement 
libre qui se continue et se continuera jusqu’a ce que, dans ce mou- 
vement, le contact avec A vicnne se rétablir en produisant un choc. 
Nous avons done, sans faire appel à aucun nouveau principe : 
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Le mouvement de début ayant lieu sur la liaison, ce mouvement se 
continuera jusqu'à ce que N passe pour la premiere fois du positif au 
négalif. A ce moment, le mouvement devient le mouvement libre. 


II. — Les liaisons unilatérales doubles. 


18. Le problème à résoudre. — Le système étant lancé sur la liaison 
unilatérale double A, ne peut se mouvoir que sur A ou sur une des 
liaisons réduites qui sont ($ 3) au nombre de trois. Nous avons donc 
à choisir entre quatre mouvements : le mouvement MA sur la liaison 
totale, les mouvements Ma, et Ma, sur les deux liaisons réduites 
simples A,, A, et enfin le mouvement libre M,. 

Nous aurons encore le probléme initial et le probléme pendant le 
mouvement. Comme dans le cas précédent, nous nous attacherons 
surtout au probleme initial qui est en général plus compliqué et Lies 
fournit la solution du probléme pendantls mouvement. Ainsi jusqu’au 
moment où nous dirons explicitement que nous nous occupons du 
problème pendant le mouvement, il sera, pour abréger, sous-entendu 
que nous nous occupons exclusivement du sroulene initial. 


19. Mouvements réduits possibles. — Considérons le mouvement 
libre M,; nous avons déjà vu, dans Te cas de la liaison simple, appa- 
raitre pour lui la notion de possibilité ou d’impossibilité. La notion se 
généralise immédiatement; la liaison A a un côté positif et s’oppose, 
par sa réalisation matérielle, à tout mouvement quittant A et ne pas- 
sant pas du côté positif; si done le mouvement M, ne se produit pas 
du côté positif de A, on est assuré que ce mouvement est impossible ; 
dans le cas contraire, si M, se produit du côté positif de A, on dit que 
ce mouvement est possible, ce qui ne veut pas dire qu'il se produise 
réellement mais signifie simplement qu'il n’est pas impossible. En 
d’autres termes, la nine est constituée par des conditions néces- 
saires mais non suffisantes pour que le mouvement M, se produise 
effectivement. Ainsi : 


Pour que le mouvement boat soit possible il faut qu'il se produise du 
côté positif de À. 


Tea a né D End eee ee Vs à VAL SS 
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Considérons le mouvement réduit Ma, sur la liaison réduite 
simple A,. Cette liaison réduite, d'après sa définition même, est telle 
qu'il existe des déplacements virtuels sur A, et du côté positif de A, 
sans que tous les déplacements sur A, soient du côté positif de A,. 
Un mouvement dont les conditions initiales sont sur A, et A, et qui se 
fait sur A, seulement ne quitte donc pas forcément A, du côté positif; 
mais si ce mouvement est un mouvement réduit se produisant réel- 
lement, il est du côté positif de A, donc de A,; s’il était de l’autre côté, 
la réalisation matérielle de A s’opposerait à sa production et il serait 
impossible. Done : | 


Pour que le mouvement réduit Ma, soit possible, il faut qu'il ait lieu du 


côté positif de A,. 


Jusqu'à présent nous n'avons fait appel qu’à des considérations de 
dynamique ordinaire. 

Si le mouvement M\, se produit effectivement, c’est que, dans ce 
mouvement sur la liaison unilatérale simple A,, le contact avec cette 
liaison ne cesse pas, autrement dit que cette liaison simple est irré- 
ductible ou, en invoquant cette fois le principe général des liaisons 
unilatérales simples, que la réaction de A, dans le mouvement M4, 
soit positive. Donc : 


Pour que le mouvement réduit Mx, soit possible, il faut que sa réaction 


soit positive. 


On aurait de même les conditions de possibilité du mouvement 
réduit Ma. 

Sans faire appel à aucun principe nouveau on a done une notion 
qui, en nous montrant dans chaque cas, l'impossibilité de certains 
mouvements réduits, nous restreindra le problème en nous faisant 
choisir parmi les mouvements possibles en nombre moindre que 
quatre et pourra même nous donner la solution cherchée dans cer- 
tains cas. 

Nous allons nous proposer de traduire ces conditions de possibilité 
sur la réaction du mouvement My, c’est-à-dire au moyen des coeffi- 
cients u,,%s qui figurent dans le travail virtuel de cette réaction. Pour 
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faciliter la représentation géométrique nous adopterons, pour ce tra- 


vail, la notation 
EX(o)+ nY(o), 


nous représenterons par 


(p") aX+BY=o, 
et : 
(q') yX+d0Y=0 


les deux liaisons réduites A,, A, et ces deux équations seront celles 
‘des deux côtés p’, g’ de l’angle convexe a’ figuratif du côté positif de 
la liaison A, côté positif défini par 


aX +BY>o, yX+0Y>0. 


20. La région de possibilité du mouvement M,. — Partons des équa- 
tions de discontinuité de la suppression de A. On aura 
| it 
X(p) = D(E,n)—= Oe ? 
fe __ OWE n) | 
Y(p) =W(é, n) = Te ta 


Les conditions de possibilité 


aX(p)+BY(p)>0, 
_yX(p) + OY(p)>o 
s’écriront done AS 
| a@(E,n) + BW(E,n)>0, 
y®(E,n) + OW(E,n) > 0, 


de sorte que le point £, n figuratif de la réaction doit être dans l’angle 
positif des deux droites 


aD(Ë,n) + BW(E,n) = 0, 
YD(E, n)+ dW(E, n) =o, 


. 


qui sont les transformées P et Q des deux côtés p’, g dea’ par la trans- 
formation (®, VW) que nous avons déjà rencontrée dans la définition de 

la transformation W. 
Si le point £, n se trouve dans cette région, le point X, Y dont il est 


D ND) bros de dis jé dé FO Ree SES) SU 
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le transformé 
X= (1), Y= (e- 1). 


satisfait aux inégalités 
aX HBYSo0, yX+d¥>o, 
donc se trouve dans l'angle convexe a’. Donc: 


La région de possibilité de M, est l’angle convexe A transformé de 
l’angle convexe a’ par la transformation 


ANR) moe 
te OF ar Op MEET 
21. La région de possibilité du mouvement MA. — Supposons écrite 


l'équation de d’Alembert de M, il y figurera le travail virtuel 
EX(o) +nY(w). 


Si nous écrivons de même l’équation de d’Alembert de MA, qui a 
lieu sur la liaison 
aX +GY —0o, 
il y figurera le travail virtuel 


ALaX(o)+6Y(o)], 
ou vey 
Aa X(w) + AB Y(w). 


Si donc nous faisons la soustraction pour avoir les équations de dis- 
continuité, on aura celles de la suppression totale mais où & et 4 
seraient remplacés par £ — Aa et n— À. Avec les équations en p 


provenant de la liaison L on aura done 


X(p) = DE i ha, 1 —)B)=@(é,, 11), 
Y¥ipy= Vie ha, n — AB) (Es) 


La liaison A, qui existe à la fois dans les deux mouvements donnera 
en outre, par soustraction, 


aX(p) + BY(p) =o, 
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c'est-à-dire | Ss 
a (Er, 1) a BW (61, 1h) — O, 


équation linéaire qui déterminera l’inconnue À. 
Pour que Mg, ait lieu du côté positif de A, il faut 


yX(p)+0Y(p)>0. 
Pour que la réaction de M4, soit positive il faut que son travail 
A[aX(o)+BY()] 


soit positif pour tous les déplacements & du côté positif de A,, c’est- 
à-dire satisfaisant à 
aX(o)+6Y(o)>0; 


donc, finalement que l’on ait 
A> 0. 


En résumé, les conditions de possibilité de Ma, sont 


a® (51,7) + BW(Ë, m1) = 0, 
| YD (CE 01) + OW (E:, 11) > 0, 
NS 0. 


Considérons le point £,,y,; d’après les expressions 
EG Aa, m=n— AB 


de ses coordonnées, il est sur une perpendiculaire menée de &, n au 
côté p’ de l’angle a’ et, d’après la première des trois conditions écrites, 
il est sur la transformée P de ce côté; c'est done le pied sur P de la 
perpendiculaire à P menée par &, n. L’inégalité qui forme la seconde 
condition exprime que ce point doit être du côté positif de Q, 
c'est-à-dire ne pas être extérieur à A et, par sieht étre sur 
le coté méme P de cet angle. 

Considérons le vecteur allant de &,,y, &&, n; ses deux composantes 
sont x et AB et ces deux quantités sont les coordonnées de l'extrémité — 
du vecteur équipollent mené par l’origine. Cette extrémité donne 


à ax + By le signe de 
A(a + 6°), 
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c'est-à-dire, d’après la troisième condition, le signe positif; elle est 
done, par rapport à p’, du côté de g', ce qui montre que le vecteur 
considéré est de même sens que le côté p de l’angle convexe supplé- 
mentaire de a’. : 

On est ainsi amené à former l’angle convexe a de côtés p, q, qui est 
supplémentaire de a’ et dont A est le transformé par la transfor- 
mation W, et les conditions de possibilité de M4, sont que le point &, 7 
soit l'extrémité d’un vecteur issu d’un point du côté P et ayant même 
direction et sens que p, ou encore que ce point soit dans la région 
balayée par une demi-droite équipollente à p et dont l’origne déerit la 
demi-droite P ; on définit ainsi l’angle convexe pP. Donc : 


La région de possibilité de Ma, est l’intérieur de l'angle convexe Pp 
forme par les côtés correspondants P et p de À et de l’angle transformé 
par la transformation W. 


22. Nombre maximum des mouvements réduits possibles. — Les 
régions de possibilité des mouvements réduits M,, M4, Ma, sont, 
comme nous venons de le voir, les trois angles convexes PQ, Pp, Qg 
formés en appliquant la transformation W à l’angle convexe a supplé- 
mentaire de a’. 

Or nous avons vu que ces trois régions n’empiétaient pas les unes 
sur les autres et que la partie restante du plan était angle convexe pg 
(§ 10). | 

Il en résulte immédiatement que, si le point €, 4se trouve dans 
l'angle a, il n’y a aucun mouvement réduit possible et que s’il est en 
dehors de cet angle il y a un et un seul mouvement réduit possible 
puisque le point se trouve alors dans un et un seul des trois angles PQ, 
Pp, Qg-. 

Considérons le cas où £, n est dans a. Le mouvement qui se produit 
réellement ne peut être que Ma, My,, Ma, ou M, et, comme les trois 
derniers sont impossibles, c'est le premier qui se produit forcément; 
donc : 


Le nombre des mouvements réduits possibles n'est jamais supérieur à 
l'unité. Quand il est nul, le mouvement réel a lieu sur la liaison totale. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXALV, — Mar 1917. 18 
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Nous conviendrons de dire que A est irréductible s’il n’y a aucun 
mouvement réduit qui soit possible. 


23. Principe du mouvement réduit pour les liaisons unilatérales 
doubles. — La liaison A est irréductible et alors il n’y a aucun choix a 
faire pour avoir le mouvement réel, ou bien elle n’est pas irréductible 
et alors, comme il n’y a qu’un seul mouvement réduit possible, ona à 
choisir entre deux mouvements seulement : à savoir le mouvement My 
sur la liaison totale et le mouvement réduit possible; l’indétermi- 
nation est donc du méme ordre que celle qui a été rencontrée dans 
les liaisons unilatérales simples. 

Pour lever cette indétermination il faut faire appel à l'expérience. 

Prenons, dans un plan vertical, une molécule pesante pouvant se 
mouvoir à l’intérieur d’un angle convexe fixe et partant du repos 
placée au sommet. | 

Si langle est tout entier au-dessus de l’horizontale de son sommet, 
on voit immédiatement qu’il n’y a aucun mouvement réduit possible, 
c’est le cas où il n’y a pas indétermination et où le mouvement M\ 
doit se produire. Effectivement le point reste au repos au sommet. 

Si la verticale descendante est à l’intérieur de l'angle, l'unique 
mouvement réduit possible est la chute verticale, de sorte que l’on a 
à choisir entre l'équilibre au sommet qui constitue le mouvement My 
et la chute suivant la verticale descendante. On constate physiquement 
que c’est ce mouvement réduit qui se produit effectivement. 

Si, l'angle n’étant pas tout entier au-dessus de l'horizontale, cet 
angle ne contient pas la verticale descendante, il y a un côté inférieur 
et un côté supérieur et le seul mouvement réduit possible est le 
mouvement descendant sur le côté inférieur. On a à choisir entre ce 
mouvement et l'équilibre au sommet et l'expérience montre que c’est 
le mouvement réduit sur le côté inférieur qui se produit effecti- 
vement. | | 

Sans nous attarder à montrer le mème fait sur des exemples plus - 
compliqués nous voyons apparaître un principe expérimental g général 
pouvant s’énoncer ainsi : 


Lorsque la liaison unilatérale double n'est pas irréductible, il y a inde- 
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termination entre le mouvement sur la liaison totale et celui des mou- 
vements réduits qui seul est possible. Le mouvement qui se produit-réel- 
lement est toujours le mouvement réduit. 


Il y à donc au plus un mouvement réduit possible et, quand il y en 
a un, il se produit réellement. Le principe précédent complète la 
notion de possibilité en montrant que les conditions nécessaires pour 
qu'un mouvement réduit se produise réellement (conditions de possi- 
bilité) sont en même temps suffisantes, de sorte que nous obtenons un 
résultat de même forme que pour les liaisons unilatérales simples. 


24. I n'y a jamais impossibilité ou indétermination. — Lorsque le 
point &, n se trouve dans l'angle pg, nous avons vu que c'était le 
mouvement MA qui se produisait réellement; le principe précédent 
nous donne la réciproque ; si £, 4 ne se trouve pas dans l’angle pq, il se 
trouve forcément dans l’un des trois angles PQ, Pp, Qg et alors le 
mouvement MA ne se produit pas, le mouvement réel etant le mouve- 
ment réduit correspondant. 

En résumé, nous avons une discussion représentée par la figure ci- 
dessous. 


Fig. 8. 


Mouvement M. 


Mouvement fi, Mouvement Ma, 


(Réduction totale) (irréductibilité) 


Comme les quatre régions n’empiètent pas les unes sur les autres 
et recouvrent tout le plan, le point, 7 est toujours dans une et dans 
une seule d’entre elles, de sorte qu'il n’y a jamais impossibilité ni 
indétermination. 
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25. Cas où le point figuratif de la réaction se trouve sur les fron- 
tières. — Au lieu de considérer ce qui se passe à l'instant ¢,, nous 
considérerons la figure à l’instant ¢, + dt. 

Supposons &, n sur p, c’est-à-dire que l’on a, à l'instant 4,, 


aë + Bn = 0; 


à l'instant 4, + dt (dt > 0), cette quantité ne sera plus nulle et aura 
le signe de sa première dérivée non nulle pour 4,. On prendra donc le 


signe de — 
x oe dn |: , da ie dp 
Ray Poe te ae 


Si l’on a le signe +, c’est qu'à l'instant 4, + dt le point &, n est 
entré dans l’angle pg tel qu'il est à cet instant; donc on est dans la 
région d’inductibilité. : 

Si l’on a le signe —, c’est que le point £, n entre dans la région M. 
L’indétermination est donc levée et il en sera ainsi tant que la fonction 


aë + Bn 


ne sera pas identiquement nulle. Mais alors on aurait un mouve- 
ment My, qui se ferait sans quitter la liaison A,, c’est-à-dire qui serait 
à la fois My, et My. Reprenons l’exemple du n° 23, ce sera le cas où 
angle a un côté horizontal et l’autre côté dirigé vers le haut. | 

Si nous avions supposé le point &, n sur la frontière P, on aurait eu 


a TN 3 OW ow 
Oz ane À 


et il aurait fallu chercher le signe de 


< a (oe Ww dé eau OW dr 0? W dé be dW dn\ dx OW. dB OW. 
ae dt d&dn rakes don dt | OW a) T'd dE Che 
pour voir de nie côté de P passe le point & 7 à l'instant ¢,+ dt. 
Si la fonction 


La GW 
dË on 


était identiquement nulle, on aurait un mouvement qui serait à la 


ssh 4 Triés édite “ate 6 Se re LL 
‘ . ’ » | 
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fois MA et M,. Revenant encore à l’exemple du n° 23, ce serait le cas 
où l’un des deux côtés de I’ angle serait vertical descendant. 

Enfin sile point £,n se trouve en O, c’est-à-dire si la réaction totale 
est nulle, il faudra regarder les signes que prennent, al’instant ¢,-+d2, 
les quatre fonctions 


aé + Bn, 

VE + On, 

OW oW 
FT one 

ow ow 


de façon à voir dans lequel des quatre angles va passer le point &, 7. 


26. Définition mécanique de la région d’irréductibilité. — Les quatre 
régions sont définies complètement par la région d’irréductibilité en 
fi appliquant la transformation W. Cette région est définie au moyen 
de la région a’ figurative de la liaison, mais il est indispensable pour 
la suite d’en avoir une définition directe. 

Considérons un angle convexe a’ et une demi-droite à issue de son 
sommet; pour que à fasse un angle aigu avec toutes les demi-droites 
intérieures à a’, il faut que a’ soit tout entier du même côté que à par 
rapport à la perpendiculaire à ¢. On est donc amené à mener par le 
sommet les droites ne coupant pas l’angle a’ et à prendre leurs demi- 
perpendiculaires du côté de a’, ce qui fournit manifestement les 
demi-droites intérieures à l'angle supplémentaire a. 

Ceci posé, considérons le travail virtuel de la réaction 


G—EX + nY, 


où £,n est le point figuratif de la réaction et X, Y celui du déplace- 
ment; l'angle allant Ha l’origine à ces deux Dont est aigu ou obtus 
suivant que & est positif ou négatif. 

Si £, n est dans a, son rayon fera un angle aigu avec tout rayon 


situé dans a’, donc & sera positif pour tout dead X, Y situé 


dans a’; réciproquement, si & est positif pour tout déplacement X, Y 
dans a’, c’est que le rayon de &, n fait un angle‘aigu avec tout rayon 
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dans a’, de sorte que Ë, 7 est forcément dans a. On est ainsi conduit à 
la définition suivante : 


Pour être dans la région d’irréductibilité, il faut et il suffit que la 
réaction de la liaison totale ait un travail positif pour tout déplacement 
virtuel du côté positif de cette liaison qui est celle obtenue par 
M. Appell par la considération du signe des réactions aux différents 
contacts. 

27. Le problème pendant le mouvement. — Süpposant essentiel- 
lement que le mouvement débute sur la liaison totale et faisant le 
même raisonnement que pour la liaison unilatérale simple, on verra 
que le mouvement M, se continuera tant que le point E, n restera 
dans l’angle pq. 

Ce point et cet angle sont généralement tous deux variables avec le 
temps, mais, par suite de la continuité, le point ne pourra sortir de 
l’angle qu’en traversant un de ses côtés ou tous les deux. 

Dans le premier cas c’est que l’une des deux quantités 


ae =p Sn; 
75+ On 


s’annule en passant du positif au négatif, l’autre ne s’annulant pas et 
étant, par conséquent, positive. Si c’est la première qui s’annule, on 
passe forcément dans la région My, de sorte que le mouvement M, se 
continue par le mouvement M,.. 

Dans le second cas, les deux quantités précédentes s’annulent 
simultanément et, en traversant le point O, on peut entrer dans l’une 
des trois régions My, My, et M, Le fait que les deux quantités 
changent de signe n’indique pas la région définitive ; il faudra voir les 
signes que vont prendre les quantités 


aW gow 
OF on ? 

2W _,0W 
Fra 


28. Étude de la liaison unilatérale au moyen des deux réactions pars 
À 


s 


D ten a de HO a tu da at ee re DS és Les 
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uvlles. — La liaison double A peut, comme liaison dynamique et 
comme liaison unilatérale, être remplacée par l’ensemble des deux 
liaisons réduites simples A, et A, donnant séparément naissance à des 
réactions £, 74 comptées positivement du côté positif de A. Le travail 
virtuel sera 

EX(w) + 0V(o), 


et les deux liaisons réduites étant définies par 
X — 0 
et 


== 0: 


l'angle a’ sera l’angle æ0y, le demi-axe Oy étant le côté p' et le demi- 
axe Ox le côté g’. La région a sera le même angle, Ow étant main- 
tenant le côté p et Oy le côté g. Soit 


W = ar’?+ 2bxy + cy?, 


le côté P aura pour équation 


t OW 
—- — = bx + cy —0, 
DO) zi 
et le côté Q 
1 JW 
= —— = ax + by=o, 


2107 


les coefficients angulaires de ces deux droites sont 


et leur produit, 


est positif puisque la fonction W est définie. Il en résulte que les pro- 
longements de PQ traversent tous deux «Oy ou ne le traversent ni l'un 
ni l’autre. On a alors deux cas de figure conduisant à des résultats 
distincts. ; 


1° Les prolongements de P et Q traversent xO y. — Commençons par 
le probléme initial : 
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£>0, n <o entraine la cessation du contact A, et la conservation 


de A,. 
E<o,n>>0 entraine la cessation de A, et la conservation den 


Fig. 9. 


lie y- 


~<o, n <0 n’entraine pas forcément la cessation des deux con- 
tacts. Il y en a certainement un qui cesse; cela tient à ce que, dans 
cette hypothèse, le point &, n peut se trouver dans une quelconque des 
Poe régions de réduction. ; 

€ > o avec 7 =o et Brenan négative entraine cessation de A, et 
conservation de A, mais §<o avec n = 0 et devenant négative n’en- 
traine pas la cessation des deux contacts; au contraire, comme on 
passe d’un point de Oz’ à un point infiniment voisin et au-dessous, 
on est dans l'angle Qg ct le contact A, cesse tandis que A, se con- 
serve. | : | 

£ —0, n—0o fournit les mêmes observations en remplaçant £ et 7 
dé eo, 
dt dt 

Considérons maintenant le problème dans le mouvement. 

&, n est un point mobile situé primitivement dans l'angle Pq: Il se. 
déplace d’une façon continue et ne peut sortir de cet ile qu'en tra- 
versant p ou g ou le point O. 

S'il sort par p, c’est-à-dire si la réaction n s’annule et change de 
signe tandis que § ne s’annule pas et est positive, on passe forcément 
-dans la région Pp done A, cesse et A, se conserve. 

S'il sort par O par une tangente située forcément dans x’Oy’, les 
deux réactions passent toutes dank du positif au négatif mais on peut 


par 


| LL) Las 


va D OR VER LiLL LE Le 
Lie ‘ 


vin à celine ok hee be ite, ORALE, he 2 à. 
* 7 xy Aoki ‘ 
Ÿ = tn \ 
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ainsi passer dans l’une quelconque des trois régions de réduction et 
il n’y a pas forcément cessation des deux contacts. 


2° Les prolongements de P et Q ne traversent pas xoy. — Dans le pro- 
blème initial : 


6>0, n<o n’entraine pas forcément la conservation du con- 
tact'À, à réaction positive; il peut arriver que les deux contacts 
cessent parce que l’on peut être dans la région PQ. 

6 < 0, n < o entraîne forcément la cessation des deux contacts. 

6 >o avec n = o mais devenant négative donne forcément cessation 


de À, et conservation de A, car, passant immédiatement au-dessous 
de Ox, on ne peut être dans PQ, on est forcément dans Pp. 


Daus le mouvement, une réaction changeant de signe, tandis que 
l’autre n’est pas nulle et est positive, entraîne la cessation du contact 
correspondant et la conservation de l’autre. 

Si les deux réactions viennent s’annuler simultanément, le point 
sort par une tangente située dans x’oy’ et l’on entre dans PQ de sorte 
que les deux contacts cessent, bien que dans ce déplacement le 
point Ë,n n'entre pas forcément dans æ’oy' c’est-à-dire bien que les 
deux réactions ne deviennent pas forcément négatives; c’est ce qui a 
lieu, par exemple, si l’on sort de woy avec Ox pour tangente et un 
contact d’ordre impair. 

La discussion qui précède montre que l’idée courante et qui con- 
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siste à tout déduire du signe des réactions est absolument fausse. Cette 
idée revient, en définitive, à considérer comme indépendants l’un de 
l’autre les deux contacts A, et A, qui forment par leur réunion la 
liaison totale et à appliquer séparément à chacun d’eux le principe 
des liaisons unilatérales simples. En réalité, le principe des liaisons 
unilatérales doubles n’est pas constitué par la double application du 
principe des liaisons unilatérales simples, et ce qui se passe en lun 
des contacts dépend non seulement de la réaction de ce contact, mais 
aussi de la réaction de l’autre. 


29. Définition analytique des différentes régions. — Elles se défi- 
nissent chacune comme étant d’un certain côté pour deux des quatre 
droites p, q, P, Q. | 

Si nous nous placons dans le cas où l’on part des deux réactions 
partielles des liaisons réduites A,, A,, on a immédiatement les défi- 


nitions . 


Région dirréductibilité......... ES, jc 

Région de réduction totale...... LA <0, aoe < 0 
OE : On 

Région où À, persiste et À, cesse. Ne<0, saad ae 
: : . oW 

Région où Ai cesse et A, persiste. E <o, ra =o 


30. Problème. — Barre homogène mobile dans un plan, dont les 
extrémités s’appuient sur les côtés d’un angle droit fixe, et qui est 
soumise à une force située dans le plan et issue de son milieu. On part 
du repos. Probléme initial ? 

Soient a, 6 les coordonnées du milieu et 0 l’angle avec la verticale. 
Les équations du mouvement libre sous l’action de la force donnée et 
des deux réactions sont, en se plaçant à l’instant initial, done en 
tenant compte de la liaison, k | 

Ma'=X il, 
Mb =Y+E, 


2 
anor = LE sin — lncosé. 
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Quant aux deux équations de liaison 


2 rue ens0—— 6, i 
. to = ls in0==0; 1 
__ elles donnent, par double dérivation, 
D LR ote | b'+ L sin 09! + I cos 09 — 0, 
(So = ee a" + 1c0s66" + J sin 082— 0. 
: ry Fig. 17. = 
# 
Sua 


e discontinuité sont alors (en les formant modifiées _ 


) ‘ 
s de discontinuité. On 
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On a alors les équations des deux droites P et Q 4 sont 


1 OW 1 RU. 5 
(P) Ee ee 7.COS0) | =o, 

(ON [ pe ah 
(Q) 3 dn = pli cols ee 


dont les coefficients angulaires sont 


1+ 3 sin? 3 sin 0 cos 
3sin4 cos 0” 1+ 3 cos?6 


Comme 0 est compris entre o et ©, ils sont tous deux positifs et l’on 
P à P 


est toujours dans ce que nous avons appelé «le premier cas de figure », 
c’est-à-dire avec la disposition ci-contre. Cette figure nous permet de 
faire la discussion soit du problème initial, soit du problème de mou- 
vement. : 
Mais, au lieu de faire la discussion au moyen de Set 7, proposons- 
nous de la faire par rapport aux données X, Y, que nous considérerons 


Fig. 12. 


comme coordonnées d’un point. Les équations du mouvement M, 
nous donnent à l'instant initial, en partant du repos, a’, b”, 0”, E et n 
en fonction de X, Y. On en tire 


X+n Y+é ' 

Sat aie 3(sin 9 — n cos9), 
d’où À 

X=— n + 3cos0(Ësin0—n cos8), 


Y—=—Ë—3sin8 (Ësin0 — n cos). 


MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES LIAISONS FINIES UNILATÉRALES. 149 


On passe done du point €, n au point X, Y par une certaine transfor- 
mation homographique, et aux deux régions d’irréductibilité-et de 
réduction totale polaires réciproques par rapport à la conique 


WE) 0 


correspondront deux nouvelles régions transformées qui seront 
polaires réciproques par rapport à la transformée de la conique précé- 
dente et ayant pour équation 


OX, VS Xt Vi FX cos9—¥ sin 0} — 0, 


Nous remarquerons que Y et X sont précisément, au facteur M près, 
les dérivées partielles de W changées de signe, de sorte que la droite P, 
qui avait | 

OW 

0 


ty 


SY 


pour équation, va se transformer dans l’axe OX, et de même la 
droite Q va se transformer en axe OY. L’angle PQ défini par 


CON 
0é vO 
se transformera en 
X>o0, Ys 0; 


donc la région de réduction totale sera maintenant l’angle XOY et la 
région d irréductibilité sera limitée par les deux droites 


0 3 9 : 
Ex ce (X cos0 — Ysin@) —0, 
eV ind) — 0 
310 4 


dont les coefficients angulaires 


3 cos’ 0 — 4 3sin 0 cosô 
3sin0 cos” 3 sin? 0 — 4 


sont tous deux négatifs. Nous avons donc les quatre angles ci-après 
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qui donnent les cas de réduction par la direction et le sens de la 
force X, Y. 


Cessation du 


contact À Réduction 


totale 


Irréductibilite 
Cessation du 
contact B 


31. Problème de la plaque matérielle mobile dans un plan et ayant un 
double contact avec une droite fixe de ce plan. — Qu'il y ait deux con- 
tacts simples ou bien un nombre fini ou infini de contacts surabon- 
dants, nous avons vu que la liaison pouvait, à tous les points de vue, 
se réduire à deux contacts bien détermirés. 

Mais, dans ce problème, au lieu de faire la discussion par rapport 
aux deux réactions partielles des contacts réduits, il est beaucoup 
plus intéressant de la faire par rapport à la réaction totale qui est nor- 
male à la droite fixe et qui est déterminée par son intensité et l’ab- 
scisse de son pied. : 

Pour y arriver sans reprendre tout le raisonnement, nous utiliserons 
certains des résultats généraux relatifs aux deux réactions partielles et 
nous y joindrons d’autres résultats RES d’une étude directe avec 
introduction de la liaison totale. 

Les contacts peuvent être tous du même côté de la droite fixe A 
et alors on a une base de sustentation qui est un segment fini sur ce 
côté de A et dont les extrémités sont les deux contacts réduits. Si les 
contacts sont de part et d’autre de A, la base de sustentation se com- 


pose de deux parties s piondany à Vinfini, l’une au- dessus, l’autre au- 
dessous, 
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et telle qu’il n’existe aucun point de A appartenant aux deux: les 
deux extrémités A et B sont encore les deux contacts réduits. 
Comptons les deux réactions partielles £, 1 positivement du côté du 
contact À, nous aurons les quatre régions pg, PQ, pP, 4Q. Dans le 
premier cas, l’angle pq sera HA xOy et PQ son transformé au 


moyen de 
W(é, 7). 


Dans le second cas, l’angle pq sera æOYy’ et PQ son transformé au 


moyen de 
W(é, Sl ). 


Dans tous les cas, nous aurons les quatre angles convexes, c’est- 
à-dire tels que chacun ne contienne jamais la demi-droite opposée à 
l'un de ses côtés. 

Prenons une origine sur la droite A, soit w le pied de la réaction 
totale N et w son abscisse. On passera de £, n à N et u par les for- 
mules 

N—=Ë+n, 
Nu=aË+bn, 


a et b étant les abscisses de A et B. Nous avons ainsi une transfor- 
mation du point &, n en un point u, N, qui est précisément l’extrémité 


de la réaction totale. 


Toute demi-droite issue de l’origine se transforme en demi-perpen- 
diculaire à A; les demi-droites du côté positif de la droite 


(D) eo 


deviendront des demi-perpendiculaires du côté positif de A et les 
demi-droites du côté négatif de cette bissectrice deviendront des 
demi-perpendiculaires ane coté négatif de A. Deux demi-droites oppo- 


sées se transformeront en deux demi- perpendiculaires opposées. 


Un angle convexe se transformera, s’il n’est pas traversé par D en 
une région parcourue par une demi-perpendiculaire restant du même 
côté de A et, s’il est traversé par D, en deux régions allant à l'infini et 
telles qu’il n’existe pas deux demi-perpendiculaires opposées situées 
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respectivement dans ses deux parties. Un angle convexe sera donc 
représenté sous l’une des trois formes 


Fig. 14. 


nor YJ 


Si nous représentons ces régions par leur base représentée en traits 
pleins au-dessus de A et en traits ponctués au-dessous, un angle con- 
vexe sera représenté sous l’une des trois formes 


A 


= A 


NT 
= = = = = oe 


que, pour en rappeler la signification, nous désignerons toujours sous 
le nom de segment convexe. 

A ce point de vue, une demi-droite parcourant successivement les 
quatre angles convexes pq, 7Q, QP, Pp fournira un point parcourant 
successivement quatre segments convexes sur À et ces quatre seg- 
ments recouvriront entièrement les deux côtés de A sans empiéter les 
uns sur les autres. 

Nous connaissons déjà le segment convexe qui représente la région — 
d’irréductibilité, c’est la base de sustentation telle que nous l'avons 
définie au début de ce problème; quand nous aurons trouvé le seg- 
ment convexe représentant la région de réduction totale, nous aurons 
les deux régions de réduction RTE par jonction ou, ce qui revient 
au même, par remplissage des deux côtés de A. 

Pour SEA cette région, reprenons alors la question directement. 
Imaginons deux. axes fixes, l’axe des x, étant A et deux axes attachés 
à la plaque, issus du centre de gravité G, l’axe des x étant parallèle a 
la droite des deux contacts de façon que Ga soit parallèle à A quand 
le double contact a lieu. Soient u, A les coordonnées de w dans le 
système Gay, «, 8 les coordonnées de G par rapport aux axes fixes, et 
enfin 0 l’angle de Ga avec A. à 

Les équations du mouvement My, sont, en introduisant la réaction 
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totale, 
Me’= 
MB'=N +..., 
IG! c= Nie 


0, A B à 


Donc, les équations de discontinuité de la suppression totale sont 
(puisqu'on passe de M, à M, en faisant N = 0) 


Ma’—o, 
M6’—=—N, 
I ov”=—Nu. 


On définit ainsi le déplacement (p) pour lequel les deux points A 
et B doivent avoir des déplacements verticaux du côté positif de A, ce 


qui nous conduit à distinguer deux cas suivant que les deux contacts 


sont au-dessus: ou l’un au-dessus et l’autre au-dessous. Dans la pre- 
mière hypothèse, les déplacements verticaux de A et B doivent être 
tous deux positifs et, dans la seconde, celui de A doit être positif et 
celui de B négatif. : 

Ces déplacements verticaux 


06 + a cos0 00 — hsin006,: 06+ b cos0 08 — h sin 0 08 


se réduisent, en vertu du contact (0 = 0), à 


0B+ad6, dB +000 
ou 
BE ag", = 6" + 56", 
8” et 6” étant donnés par les équations de discontinuité; finalement, 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXIV. — Mar 1917. 20 
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on obtient les deux expressions 


qui conduisent, dans tous les cas, à considérer les deux points P et Q 


d’abscisses 
Nes I 


— —) — 


aM bM 


qui sont les conjugués harmoniques de A et B par rapport au segment 
imaginaire de milieu G’ et dont les extrémités sont définies par 
a+ i Où 
M 

Ayant la base de sustentation AB et les deux points PQ, les quatre 
segments convexes sont parfaitement déterminés. On formera le 
segment convexe AP en partant de A à l'extérieur de la base de sus- 
tentation, marchant au-dessus jusqu’à ce qu’on rencontre P et alors P 
est au-dessus de A, sinon continuant et passant au-dessous de + 0 
à — ou de — > à + et continuant ensuite jusqu’à P, qui est alors 


Fig. 16. 
-G 


Cessation de B À _irréductibilite B Cessation de À L 
SS A 
Cessation de A "À Réduction “ie aioe Cessation de B 
iG 


Cessation de B À irréductibilite B Cessation de À Q Réduction totale 
A 


Reduction totale y Cessation de 8 


__irreductibilite A cessation de B [4 Réduction totale | 
—— 


= 
Reduction totale Q Cessation de A 


7G 


irréductibilite A Cessation de Bo” 
D = a en eq ee SS De on tes ne RE A 
Cessation deB  P Réduction totale i) Cessation de A < “Birréductibitite 
iG 


irréductibilité Cessation de B ' P Réduction totale Q Cessation de A 
A 


au-dessous. On formera de méme le segment convexe BQ et le seg- 
ment qui restera sera PQ. 
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On a alors, suivant la disposition de la base de sustentation et de la 
projection du point G, les divers diagrammes de la figure 16. 

Ces diagrammes, qui permettent de résoudre le probléme initial, 
sont composés de quatre points qui sont définis au moyen des trois 
points A, B, G’ et de la quantité 

: 16 
M 
Cette quantité et le système géométrique formés par A, B, G' restent 
invariables pendant tout le mouvement sur la liaison totale. 

Les diagrammes sont donc invariables pendant tout le mouve- 
ment M, et permettent d’étudier simplement le problème pendant le 
mouvement. 

Pour cela, nous considérerons la trajectoire relative du point w, 


c’est-à-dire le chemin suivi par © dans la plaque; ce chemin est porté 
par la droite AB de la plaque et il doit être considéré comme au-dessus 
dans les parties où N est positive et au-dessous dans les parties où 


elle est négative. En tout cas, ce chemin part, d’après l’hypothèse, 
d’un point w, situé à l’intérieur de la base de sustentation. 
Ce chemin peut sortir de la base de deux façons : 


Ou bien il arrivera à traverser l’une des extrémités de cette base, 
B par exemple, sans avoir auparavant traversé la droite A, c’est-à-dire 
sans que N ait changé de signe. ' 


Fig. 17 
ess B 
——— 2 


A 


Le point w passe alors forcément dans le segment convexe BQ, de 
sorte que l’on se trouve, sans avoir à faire la moindre discussion, dans 
un cas très précis : le contact A cesse, tandis que le contact B persiste. 

Ou bien le chemin peut sortir de la base parce qu’il traverse A avant 
d'arriver à une de ses extrémités, c’est-à-dire parce que N change de 
signe auparavant. En traversant A en w,, le point w entre dans un 
segment convexe de la partie inférieure de A. Mais ici, ce point w, 
n’est pas toujours dans la même région; c'est qu’en effet, w, peut être 
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un point quelconque de AB et le segment convexe symétrique de AB 
n’est pas forcément (comme on le constate sur les diagrammes) tout 


Fig. 18. 


entier intérieur à l’une des régions de réduction; dans certains cas, il 
n’y aura qu'un contact qui cessera; dans d’autres cas, il pourra y en 
avoir deux. 


III. — Les liaisons unilatérales triples. 


_ 32. Le problème à résoudre. — Pour ne pas nous répéter, nous nous 
bornerons à faire remarquer la complication du nouveau problème; 
le nombre des mouvements réduits est donné par celui des liaisons 
réduites; si la liaison unilatérale triple n’est pas surabondante il y a 
7 liaisons réduites, donc on a à choisir entre 7 mouvements. Si la 
liaison est surabondante le nombre des liaisons réduites peut devenir 
aussi grand que l’on veut, de sorte que finalement on a à choisir entre 
des mouvements dont le nombre a un minimum mais qui n’a pas de 
maximum; ce n’est plus un nombre bien déterminé comme celui 
. (2 ou 4) qui s’est présenté dans les études antérieures. 


33. Mouvements réduits possibles. — Pour qu’un mouvement réduit 
ne soit pas impossible, il faut qu'il ait lieu du côté positif de la liaison 
totale et, en outre, qu’il soitirréductible, dernière condition que nous 
savons exprimer puisque, ayant lieu sur une liaison réduite, c’est un 
mouvement sur une liaison unilatérale simple ou double. 

Les raisonnements conduisant à cette notion étant les mêmes que 
dans le cas de la liaison double, nous ne les reprendrons pas. 


34. La région de possibilité du mouvement. M,. — Soient 
X(w), Y(w), Z() 


les trois fonctions & que nous prenons pour définir la liaison totale 
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el 
EX (0) +nY(o) + CZ(w) — 


le travail virtuel de la réaction RUE Le point &, n, € sera le point 
figuratif de cette réaction. 
Nous poserons, au moyen de la force vive W de la liaison 


aw ow. aw 
Dar Y(x, F3) =— dy = © 


D(x,y,2) = — 


Les inégalités définissant le côté positif de la liaison sont toutes de 


la forme 
aX (wo) +BY(o) + yZ(w) >o, 


et, pour que le mouvement M, soit possible, il faut que le déplace- 
ment (p) fourni par les équations de discontinuité de la suppression 
totale satisfasse à toutes les inégalités 


aX(p)+BY(p)+ yLZ(p)>0, 
c’est-à-dire que le point &, n, € satisfasse à toutes les inégalités 
a@(E,n,6)+ BW(E,n, 6) + yO(é,n,£) >0. 
Ce point doit donc être du côté positif de tous les plans 
aD(x, y,5)+ BW (x, y: 5) + 70 (2 y,5) = 


qui dérivent des plans 
axr+By+ys=o 
par la transformation homographique (®, W, @) déjà rencontrée à 
propos de la transformation W de l’espace. 
Comme ces derniers plans définissent, par leurs côtés positifs, 
l’angle solide convexe a’ figuratif de la liaison, on est ainsi conduit à 
Vangle solide convexe A trans formé de a' par la trans formation (®, W, 0). 


35. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite 
double fournie par une aréte de l'angle solide a’. — Soient 


aæ+by+cz—=o, 
caæ+b'y+c's:—o, 
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les plans des deux faces aboutissant à l’aréte considérée de a’. Si l'une 
des faces est courbe, l’un de ces deux plans sera le plan tangent le 
long de l’arête et, si les deux faces sont courbes, les deux plans seront 
les ioe plans tangents. 

Dans l’équation FE d’Alembert du mouvement MA figure le travail 


virtuel 
EX aie nY at CZ, 


tandis que dans l’équation de d’Alembert du mouvement réduit consi- 
déré figure le travail virtuel 


* 


À(aX + bY +cZ)+ (a X + UY+c'L), 
ou 
Qa+Wa )X+(1b+Xb')Y + (ic+)'c!)Z. 


En faisant la soustraction on aura les équations de discontinuité du 


. passage de MA au mouvement réduit et qui ne différeront de celles 


relatives à la suppression totale que par le changement de &, n, ¢ 
en &,, n1, Q définis par 

EE Ta do 

n="n — Àb— D, 

€¢, =f —Ac—i'e," 


des sorte que l’on en tirera 


X(p) = bs N15 61) 
CG We, Nh» Ci ) 
Z(p) = @(Ë:; 11, ba). 


On aura, de plus, les deux équations 


a X(p)+ b Y(p)+c'Z(p) =o, 
a'X(p)+b'Y(p)+c'Z(p)=0, 


provenant des équations de liaison et qui, pouvant s’écrire 


a D(E,n, 6) +6 ÈS M1, 61) +e O(E,. ny, ah ne 
a'D(E, n1, 61) + OW (Es, 1,0) + c'O(E, 11,41) =o, 


détermineront les deux inconnues auxiliaires A et \. 


NATANTT” 


se) «ta Lib ie AE € à NE ENT ba Vi LR Qi a 
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Le point £,, n,, ¢,, d’après ses coordonnées, est dans un plan mené 
par &, n, € perpendiculaire à l’arête considérée de l’angle solide-# et 
les deux dernières équations écrites expriment qu'il est sur l’arête 
correspondante de l’angle solide A ou; du moins, sur la droite qui porte 
cette aréte. 

Pour abréger le langage, appelons 2’ l’aréte de a’, A l’arête de A 
et f la face correspondante de a supplémentaire de a’. Le point &,, 
M» 5, est donc la projection de £, 4, ¢ sur A parallèlement à /. 

La premiére condition de possibilité est que le es en (p) 
relatif au mouvement réduit ait lieu du côté RELU de A, c’est-à-dire 
satisfasse à-toutes les inégalités 


aX(p) + BY(p) + yL(p) > 0, 
qui s’écrivent 


®(E,, "1, CE Oe (erties %) + y9(&, M1, S1) > 0, 


et expriment que &,, n,, ¢, ne doit pas être extérieur à A. Comme il 
est sur la droite portant l’arête A et que, vu la convexité de A, le pro- 
longement de A est extérieur, il faut que le point &,, n,, €, soit sur 
l'arête A elle-même. | 

La seconde condition de possibilité est l’irréductibilité, laquelle, 
d’apres la théorie des liaisons unilatérales doubles, se traduit par 
Vinégalité 

ALaX(o)+ bY(w)+ cZ(H)] +)'[a'X(o) + b'Y(w)+cZ(w)] >0, 

devant avoir lieu pour tous les déplacements satisfaisant & 


a X(w)+b Y(w)+cZ(w)>0, 
a'X(o)+b'Y(o)+c'Z(o)> 0, 


ou, ce qui revient au même, par la condition que tous les points du 


côté positif des deux plans 
axm+by+cz—6, 


avda+by+e's=o0, 


soient du côté positif du plan 


(P) QQatNa')x+(hb-+2'0')y 4+ (heo+Ne') s=0. 


160 ÉTIENNE DELASSUS. 


Les points considérés sont tous les points intérieurs au dièdre con- 
vexe 8’ de a’, donc le plan considéré, qui passe par 6’ ne doit pas 
traverser ce dièdre à l’intérieur duquel a’ est entièrement contenu; ce 
plan ne doit done pas traverser a’ et doit le laisser tout entier du côté 
positif. Quel est ce côté? Considérons le vecteur p. mené par l’origine 
et équipollent au vecteur allant de £,, n,, €, à 6, n, ¢. Ce vecteur, 
d’après ce quia été dit plus haut,-est dans le plan de la face f et le 
plan P est précisément le plan qui lui est perpendiculaire en O; les 
coordonnées de l’extrémité de u. sont 


ha+Na', 1b+Nb', Ac+'ec, 


et, si on les substitue dans l’équation du plan P, on obtient un 


résultat bt 
Qa+da }+(ib+Xb'}+(ic+ lc} 


essentiellement positif. Le plan P passant par l’aréte © de a’ ne tra- 
verse donc pas a’ et le vecteur uv. est dirigé comme une demi-perpen- 
diculaire du côté de a’; on en conclut que vu. est à l’intérieur de la face f 
de l’angle solide supplémentaire a. 

En définitive, le point &, n, ¢ doit être l’extrémité d’un vecteur issu 
d’un point de A et équipollent à une demi-droite intérieure à la face f, 
c’est-à-dire doit être dans la région balayée par l'angle f subissant une 
translation faisant décrire à son sommet l’arête A. On définit ainsi l’in- 
térieur du triédre convexe /, A déjà rencontré dans l’étude de la trans- 
formation W. 

Ainsi: 


La région de possibilité est l’intérieur de l’angle solide convexe (trièdre) 
défini par la face de a et l’arêéte de A qui correspondent à l’aréte de a’ 
fournissant la liaison réduite. 


36. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite 
simple fournie par une face plane de l'angle solide a'. — La liaison 
réduite simple est fournie par 


ax + by +,c3 = 0. 


Si nous refaisons un calcul analogue à celui du cas précédent, nous 


dd pe x nt) | 
= 
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aurons, pour le passage de MA au mouvement réduit, 


X(p) = ® (E, n1, Gi), —E,=& —ha, 
Yi pie ne) avec M=n—Ab, 
LZ py =®@ (E571, 61)» €¢:=C —Ac, 


linconnue À étant déterminée par 
a®(ë;, Ni 61) =m bW(E, Mis 61) “ae cO(Ë, N15 7) RU 


On voit immédiatement que le point ,, n,, ¢, est, d’après ses coor- 
données, sur la perpendiculaire menée de £, n, Cala face /’ de a’ et, 
d’après la dernière équation, dans le plan de la face correspondante F 
de A, de sorte que le vecteur allant de £,,n,, €, à &, n, ¢ est un vecteur 
issu d’un point du plan F et parallèle à l’arête à de a. 

Pour que le mouvement réduit ait lieu du côté positif il faut encore 
que €,, 1, C, ne soit pas extérieur à A et, comme il est dans le plan 
de la face F de cet angle solide convexe, qu’il soit à l’intérieur de cette 
face F. 

Pour que le mouvement réduit soit irréductible, il faut avoir 


\(ax + by +c¢s)>0 
pour tous les points æ, y, 2 satisfaisant à 
‘axz+by +c3>%0; 
donc 
À > o. 


Considérons alors l’extrémité 


Aa Abs AC, 


du vecteur mené par O et équipollent à celui qui va Dee yes oe 


à &, 7, ¢. Si nous substituons dans Pe de la face f’ nous 


obtenons 
ÀA(a? + 6? + c?), 


qui est du signe de À; donc le vecteur considéré est porté sur 6 et, 
étant du côté positif du plan /’, est dans le sens de à. De ces condi- 


ions on déduit que &, n, ¢ doit être dans la région balayée par 6 subis- 
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sant une translation faisant parcourir à son origine tout l’intérieur de 
la face F. Donc : 


La région de possibilité est l’intérieur de l'angle solide convexe (trièdre) 
défini par l'arête de a et la face de A qui correspondent à la face de a’ 
fournissant la liaison réduite. 


37. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite 
simple fournie par une face conique de l'angle solide a’. — Les dépla- 
cements virtuels sur la liaison réduite sont tous ceux qui sont situés 


dans le plan tangent 
ax + by +¢cs=0. 


On peut alors recommencer tous les calculs et raisonnements du 
paragraphe précédent. Le seul changement sera que le point &,, n,, ¢, 
situé dans le plan tangent correspondant de A ne devant pas être exté- 
rieur à cet angle solide sera forcément sur la génératrice de contact. 
Au plan tangent p’ de a’ correspondra une arête à de a et un plan tan- 
gent P de A, donc une génératrice de contact A. Il faudra que le 
point €, n, ¢ soit intérieur à l’angle convexe de deux génératrices 
correspondantes de A et a. Ainsi : 


La région de possibilité est l’angle solide convexe o, D limité par les 
faces coniques 9 et ® de a et À correspondant à la face conique consi- 
dérée de a’ et par les angles convexes joignant les génératrices limites 
correspondantes de 9 et ®. 


38. Nombre maximum des mouvements réduits possibles. — Nous 
sommes donc amenés à considérer les régions A, ÔF, fA et o@ déduites 
d'un angle solide convexe a par une transformation W; du fait que 
ces régions n’empiètent jamais les unes sur les autres, résulte alors 
immédiatement que le point £, n, € n’est dans aucune d’entre elles, ou 
bien est dans l’une d’elles et dans une seule, s’il n’est pas sur une 
frontière. | 

Si ce point est dans la région a, il n’y a aucun mouvement réduit 
possible, donc le mouvement réel est forcément le mouvement M, sur 
la liaison totale. Nous retrouvons donc le même résultat que pour la 
liaison unilatérale double : 


ab | 


DPF NAN ES PTT TR NS PEN PUS AU PU 
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Le nombre des mouvements réduits possibles n’est jamais supérieur 
à l'unité. Quand il est nul, le mouvement réel a lieu sur la liaison 
totale. 


Dans ce dernier cas, nous dirons que la liaison est irréductible. 


39. Principe du mouvement réduit pour les liaisons unilatérales triples. 
— De ce qui précède résulte encore que, lorsqu'il y a à choisir, le 
choix ne porte que sur deux mouvements : le mouvement Ma et 
l'unique mouvement réduit possible. 

Sans qu'il soit nécessaire d’en donner des exemples, bien faciles 
d’ailleurs à trouver, on constate expérimentalement le fait suivant 
qu’on érige en principe général : 


Lorsque la liaison unilatérale triple n'est pas irréductible, il y a indeé- 
q IP P 4 


termination entre le mouvement sur la liaison totale et celui des mouve- 


ments réduits qui seul est possible. Le mouvement qui se produit réellement 
est toujours le mouvement réduit. 


à propos duquel on fera les mêmes remarques que dans le cas des liai- 
sons doubles. 


40. Il n'y a jamais impossibilité ou indétermination. — Les régions 
de possibilité des mouvements réduits sont donc, en vertu du principe 
précédent, les régions de production effective de ces mouvements 
réduits et, pour compléter l’espace, il faut y ajouter la région a qui, 
par exclusion, est la région de production effective de Ma. Il n'ya ni 
impossibilité ni indétermination parce que toutes ces régions n’em- 
piètent jamais les unes sur les autres et remplissent tout l’espace 
comme nous l'avons vu dans l’étude de la transformation W de 
l’espace. 


41. Cas où le point figuratif de la réaction est sur une frontière. — 
On traitera cette question comme dans le cas des liaisons doubles en 
cherchant où passe ce point à l’instant 4, + dt(dt > 0). 


42, Définition mécanique de la région d'irréducubilité. — On mon- 
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trera, comme nous l’avons fait dans le plan, que la condition néces- 
saire et suffisante pour qu’une demi-droite fasse un angle aigu avec 
toutes les demi-droites intérieures à un angle solide convexe a’, est 
que cette demi-droite soit intérieure à l’angle solide convexe a supplé- 
mentaire de a’. 

Pour que le point £, n, € soit dans a, il faut donc et il suffit que 
son rayon fasse un angle aigu avec celui de tout point X, Y, Z situé 
dans a’, c’est-à-dire que la quantité 


EX n¥ 4 EZ 


soit positive pour tout point X, Y, Z dans a’ et, comme c’est le travail 
virtuel de la réaction, nous arrivons au méme résultat que pour la 
liaison double : 


Pour étre dans la région d’irréductibilité, il faut et il suffit que la 
réaction de la liaison totale ait un travail positif pour tout déplacement 
virtuel du côté positif de cette liaison. 


43. Le problème pendant le mouvement. — Les régions varient géné- 
ralement avec le temps et le point , n, ¢, se déplace d’une façon con- 
tinue en partant d’une position initiale située, par hypothèse, dans 
l'intérieur de a. Le mouvement M, cessera quand la réaction sortira 


de la région d’irréductibilité. 


Si 6, n, € sort par une face de a, on entre dans une région fA bien 
déterminé et l’on a un mouvement réduit sur une liaison réduite 
double; mais si &, n, € sort par une aréte ou par le sommet, il peut 
entrer dans plusieurs régions et il faut étudier le signe que prennent 
certaines expressions linéaires pour déterminer la région dans 
laquelle il entre effectivement et qui indique le mouvement réduit 


succédant à My. 


. 
. 


44. Le problème de la liaison unilatérale pour un solide en contact 
avec un plan par un nombre fini ou infini de points non en ligne droite. 
— Supposant la liaison réduite a trois contacts non en ligne droite et 
choisis arbitrairement, on pourra faire la discussion au moyen des 
trois réactions partielles 6, n, € qui sont normales au plan. Mais le 


su Li fe bits à | 
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choix de ces trois contacts, sauf le cas où la liaison n’est pas surabon- 
dante, est absolument arbitraire et, comme nous l’avons fait dans le 
cas analogue de la liaison double, il est plus symétrique et plus inté- 
ressant de la faire au moyen de la réaction totale N et de son pied w 
considéré comme situé sur la face supérieure ou sur la face infé- 
rieure du plan suivant que N sera dirigée au-dessus ou au-dessous de 


_ce plan. 


On passera de &, n, € à N et aux coordonnées u, w de w par la trans- 
formation 
E+ n+ C=N, 
a&é+bn+ctl=—Nu, 


Q'E+ bn + c'C=—Nw, 


dans laquelle a, b, c, a’, b’, c’ sont des constantes et sur laquelle on 
fera exactement les mémes remarques que sur la transformation ana- 
logue déja étudiée pour la liaison double. 

Chaque région sera définie par sa base dans le plan de contact, 
cette base pouvant être tout entière d’un seul côté du plan ou être 
constituée par deux portions, l’une sur une face, l’autre sur la seconde 
face. 

La région d’irréductibilité sera l’intérieur de la base de sustentation 
telle que nous l’avons définie. Nous allons nous proposer d’en tirer la 
région de réduction totale par une étude directe et nous en déduirons 
les régions de réduction partielle comme conséquence des résultats de 
la théorie générale. | 

Prenons trois axes fixes O,, x,, Vi; 1, bes axes O,v, et 0,7, étant 
dans le plan fixe de contact et, pour éviter le cas d’indétermination des 
angles d’Euler, prenons trois axes mobiles attachés au solide, issus du 
centre de gravité G et tels que le solide étant en contact avec le plan 
par sa base de sustentation, Gy soit parallèle à 0,2, et de même 
sens. 

Si a, b, c sont les coordonnées absolues de G et 0, ©, 4 les trois 
angles d’Euler, la liaison totale se traduira par les trois équations 


T 
== const., ee di 0: 
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Les équations du mouvement sur la liaison totale sont 


Ma =: 
Me = 
MEN", 


Jn Sla Sa 
ETES 
CRE 
se 
Q | = 
LR à 


1 OF 
Ai (; Te a a 
Avec 
2 =v" sin sin 0 + @"cos¢+... 
a =v"cos psin 0 — 6" sing +... 
a = "cos 0 + 9’+... 


ou, lorsqu'on est sur la liaison A, 


ap. ps 
an! eyes 
dq __ay 
a +... 
dr = 
Te +... 


On a done les équations de discontinuité de la suppression totale 


Ma'=0, : es = Nw, 
ETS | te 
Mp = 0, = apt — 0 
. Mc’——N, 13lh Seng 
ANT 


Tout point a, — k, = situé dans la face de contact a une altitude au- 
dessus de O,, x,, y, donnée par 


= C+æsin 9 sin 0 — À cos w sin 0 + zcos8, 
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donnant 
03, = dc + do[æcos o sin 9 + hsing sin 0] 
+ 09[xsin 9 cos 9 — À coso cos 8 — zsin 0], 


ou, puisque l’on est sur la liaison A, 
03, — 0c +.x09 — 300. 
Pour le déplacement (p) on est donc amené à considérer la 


quantité 


P N 
cf + ro! — 30" = — M + ro"— 20"——NQ, 


c”, 9” et 0” étant ceux que fournissent les équations de discontinuité. 
Si, changeant de notations, on pose 


on aura 


X, Y, Z étant donnés par 
i 

ae de | à, 

is 

3.01 


1 oF is 
res ares 


LL is 


se 


n avec i= 0, 


_——_ . = 


Les formules en £, n, € conduisent à la polaire réci proque 
| DE, 0,0) =1, 


de l’ellipsoide central d’inertie par rapport a la AO de rayon un et 
de centre G, et, par réciprocité, on a 


1 00 - 1 0b ob, 
rs Mer 1=° a 


Pour avoir X et Z on peut introduire de suite, dans ®, l'hypothèse 


ae ro à 1 en eh nT eek CSS LE dd 
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y =oetsi, ensuite, nous considérons la fonction 


O(u, vw) = O(w, 0, — zu), 


nous aurons 


1 00 ee 
an Er Prom br 
et, par suite, 
1 00 1 00 I 
Q=a2-—+5-—+>> 
2 Ou 2 Ow M 


qui est la forme polaire, relative aux deux points (x, =) et (u, #), de 
la conique 
| @(u, w) + 9 =o. 

Cette conique I peut visiblement, d’après le calcul précédent, se 
définir géométriquement de la façon suivante. On part de l’ellipsoide 


central de gyration 
FOX M: 


on en prend l’ellipsoide conjugué 
F(X, Y, Z)+M=o, 


qui est imaginaire, on le fait tourner de 90° autour de la perpendicu- 
laire au plan de contact issu de son centre G, ce qui donne 


F(Z. VX) Meo 
enfin on prend la polaire réciproque par rapport à la sphère 
X?+ Y?+ Z?=1, 


on coupe ce nouvel ellipsoide par le plan G, +, s, parallèle au plan de 
contact et l’on projette cette section sur le plan de contact lui- 
meme. 2 

Nous retiendrons, pour ce qui va suivre, le seul fait que Test une 
ellipse imaginaire ayant pour centre la projection du centre de 
gravité. 

L’équation 

Le 


ore 


ay 


Ce ee re he Ce ee ND 
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où l’on considère x et s comme coordonnées courantes, est la polaire P, 
du point w. Si on y considère wu et æ comme coordonnées courantes, 
c’est la polaire P,,,.du point x, z. De quelque façon que l’on considère 
Q comme droite, on est toujours assuré que son côté positif est celui 
qui contient la projection G’ du centre de gravité. 

La région dirréductibilité ou région R, de réduction nulle est la 
base de sustentation pouvant avoir une portion R* au-dessus du plan 
de contact et une région R; sur la face inférieure de ce plan. De 
même, la région R, de réduction totale pourra avoir deux portions R; 
ctvhe 

Si w est dans R,, c’est que NQ a le signe — pour tout point de RF 
et le signe + pour tout point de R;. Autrement dit, la polaire P,, laisse 
d’un même côté tout Rj et laisse tout entière de l’autre côté Ry. Si w 
vient à sortir de R,, c’est que P,, cesse de satisfaire à ces conditions, 
done vient passer par un sommet de R, ou, ce qui revient au même, 
que w vient traverser la polaire P,, d’un sommet de R;. 

La région R, est donc limitée par les polaires des sommets de R,. 

Si le point w est dans R}, cela signifie que N est positive, donc on 
doit avoir 

Q<o 
pour tous les points x, s de Rj et, en particulier, pour ses sommets, 


et 
Q=0 


pour tous les points +, = de R, et, en particulier, pour ses sommets. 
Si w est dans R;, les résultats sont renversés, de sorte qu’en 
définitive : 


La région Rj est la région commune aux côtés négatifs des polaires 
des sommets de R; et aux côtés positifs des polaires des sommets de K;,. 

La région R, est la région commune aux côtés positifs des polaires des 
sommets de R* et aux côtés négatifs des polaires des sommets de K. 


Ayant formé R, et R,-on formera les régions de réduction partielle 
en faisant la jonction descôtés aux sommets correspondants au moyen 
des segments rectilignes convexes analogues à ceux considérés dans 
le problème semblable pour la liaison double. 
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Nous représenterons en traits pleins === tout ce qui est sur la 
face supérieure du plan, en traits pointillés = == = tout ce qui est sur 
la face inférieure et nous remarquerons que les diagrammes obtenus 
étant obtenus au moyen de quantités invariables pendant le mouvement 
M, sont eux-mêmes invariables pendant tout le mouvement sur la 
liaison totale et fournissent la solution du problème pendant le mou- 
vement aussi bien que celle du problème initial. 


- Exempte |. — Trépied symétrique. — Il n’y a alors que Rj qui est un 
triangle équilatéral; par suite de la symétrie le point G se projette au 
centre de ce triangle et, l’ellipsoide central d'inertie étant de révolu- 
tion autour de la normale au plan de contact, la conique I est un cercle 
imaginaire. 

Les polaires des sommets du triangle équilatéral forment un nou- 
veau triangle équilatéral contenant G’ et dont l’intérieur étant la 
région commune aux côtés positifs des polaires est la région R;. Les 
côtés négatifs n’ont pas de portion commune, de sorte qu'il n’y a pas 
de Rj. 

Si nous designons chaque région par Mises May, ---, My, - Se M, en 
indiquant ainsi les contacts qui persistent dans le mouvement effectif, 
nous obtiendrons les deux diagrammes supérieurs et inférieurs qui 
suivent. 


Fig. 19. 
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Et nous remarquerons que les résultats sont bien différents de ceux 
fournis par la théorie couramment admise. L’étude du signe des réac- 
tions conduirait en effet à la région M, représentée par toute la face 
inférieure du plan et au diagramme supérieur suivant : 


Exempe Il. — 7répied à base équilatérale, n'ayant qu'un plan de 
symétrie, et dont le centre de gravité se projette en dehors de la base. — 
Il y a alors une région commune aux côtés positifs des trois polaires 
de A, B, Cet aussi une région commune à leurs côtés négatifs. La pre- 
mière est la région R, et la seconde la région Rf. 

On a alors ie diagramme supérieur : 


bem A 
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et le diagramme inférieur : 


D à 
Fig. 22 
7 
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0) SS 1 ’ XN + = 
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Exempe II. — Le solide est en contact avec le plan par une face rectan- 
gulaire. Son ellipsoide central d'inertie est de révolution autour d'un axe 
perpendiculaire a cette face et passant par un de ses sommets. — A] y a ici 
un sommet dont la polaire est la droite de l'infini et la conique Fest 
un cercle imaginaire; les côtés négatifs des quatre polaires n'ont pas 
de partie commune, donc il n’y a pas de R; et il y a une R; limitée par 
la droite de l'infini. 

On a le diagramme supérieur : 


ep ee eee LH —) mn. re wet. Se 
> a ‘ 7 dite + 
\ 
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et le diagramme inférieur : 


4 ! 
Fig. 24 : 
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45. Le problème de la liaison unilatérale pour un solide reposant sur un 
plan fixe par une base limitée par une courbe fermée convexe. — La 
courbe R, étant convexe, toute droite qui la rencontre la traverse en 
deux points et rien que deux et, par tout point extérieur, on peut 
mener deux tangentes et rien que deux. 

Si Gest à l’intérieur de R, on ne peut pas mener de tangentes issues 
de G’; donc R,, qui est la polaire réciproque de R, par rapport à l’ellipse 
imaginaire I’ de centre G’, n’a pas de points à l'infini; c’est une 
courbe fermée convexe contenant G’ à son intérieur qui constitue R; 
et il n’y a pas de R;. 

Si G’ est extérieur à R, on peut mener deux tangentes déterminant 
sur R, deux ares, l’un du côté de G’ par rapport à la corde des contacts 
et l’autre du côté opposé. La courbe R, a deux asymptotes qui sont les 
polaires des deux points de contact et se compose de deux branches 
analogues à des branches d’hyperbole, celle qui est transformée de 
are du côté de G’ aura son intérieur du côté négatif de toutes les 
tangentes, ce sera R et l'autre, transformée de l’arc de R, opposé à G’, 
aura son intérieur du côté positif de toutes les tangentes, donc 
sera R;. 

Si le point w est à l’intérieur de R, ou de R,, la question se trouve 
complètement résolue, mais s’il ne se trouve ni dans l’une ni dans 
l’autre, c’est-à-dire dans la région R' formée par les deux faces du plan 
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après enlèvement de R et de R,, on est assuré qu'il y a réduction à un 
contact tangentiel, le solide se soulève de façon que la base reste en 
contact, par un point de son contour, avec le plan; ce point de contact 
va être variable dans le mouvement ultérieur, mais il est utile et 
intéressant de déterminer sa position initiale que nous appellerons 
point de soulèvement. 
Soit 
æ=f(t), 2=9(t) 


/ Q ‘ ae . 
la courbe R, définie au moyen d’un paramètre et £, ©, le point corres- 
pondant de R,. La polaire | 


du point &, n doit être identique à la tangente 


X— x Ls 
Er pe 
en x, z; donc 
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Equations linéaires donnant & et € en fonction de a, , x’ et 3’, c’est- 
à-dire en fonction de ¢. 

Pour que x, = soit le point de soulèvement, il faut que se trouve 
sur le segment convexe allant du point x, = au point E, €, done ces 
trois points doivent se trouver en ligne droite, d’où l'équation 


rr a | 
HET BA Coa ree 
ies 


qui fournit un certain nombre de valeurs de ¢ parmi lesquelles il faut 
choisir celle qui donne le point de soulèvement. 

Cette équation exprime que w est sur le segment convexe allant 
de æ, s4&, € ou sur le segment non convexe qui le complète. D’après 
etude générale que nous avons faite du mouvement de l'angle convexe 
formé par deux demi-droites correspondantes, nous savons qu'il ya 
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un et un seul segment convexe passant par un point w pris arbitrai- 
rement dans R’, il en résulte que, si on se limite à l’intervalie de 
variation de-¢ fournissant une fois et une seule la courbe R,, l’équa- 
tion f admet une et une seule racine telle que w soit effectivement sur 
le segment convexe correspondant. 

À quels caractères reconnaitre cette racine ? 

La question est résolue presque immédiatement quand on est dans 
le cas où G’ est à l’intérieur de R,. 

Supposons d’abord w au-dessus du plan et soit A, la droite des 
contacts des tangentes menées de ce point à R,, droite qui existe réel- 
lement, puisque w est supposé être dans R+ qui est toute la portion 
supérieure du plan extérieur à R,. 

Considérons deux droites x, 3, £, C issues, l’une d’un point de l’are 
de R, qui est du côté de w et l’autre d’un point de l’arc à l'opposé de w, 
et passant toutes deux par w. Pour la première, la partie supérieure du. 
segment convexe (figurée en gros traits) contient forcément w, et, 
pour la seconde, ne le contient certainement pas. Il faut done et il 
suffit que le point >, z soit du côté de w par rapport à A... 

En formant l'équation de A, on aura donc une inégalité définissant 
sans ambiguité la racine à choisir pour obtenir le point de soulè- 
vement. 

Supposons maintenant w au-dessous du plan. On fera exactement le 
même raisonnement au moyen de R, et du point 6, €, ce qui conduira 
à prendre la corde des contacts des tangentes menées de w à R,. On 
peut revenir à R, en prenant les pôles et polaires par rapport aT’; la 


. = 4 ’ 4 
polaire P,, coupe certainement Ry parce que w au-dessous est à l’exté- 
rieur de R, et l’on voit facilement que le point æ, z doit être, par 
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rapport à P,,, du côté opposé à G, d’où encore l'inégalité définissant 
sans ambiguité la racine donnant ‘s point de soulévement. 

Lorsqu’on est dans le cas où G’ tombe à l’extérieur de R, la solution 
est un peu plus compliquée. 

Supposons w au-dessus. On distinguera les solutions en ¢ donnant 
des points x, 3 d’un côté ou de l’autre de la droite des contact Ay. Pour 
qu’une valeur de ¢ correspondant à-un point à l'opposé de G’ convienne, 
il faut et il suffit, puisqu'elle donne un point &, € au-dessous du plan, 
que ce point x, z soit du côté w de A,,, ce qui donne en définitive deux 
inégalités. Pour qu’une valeur de ¢ correspondant à un point du 
côté G' de Ag, convienne, il faut encore la même inégalité relative aA,,, 
mais cela ne suffit plus, car &, € est alors au-dessus du plan; il faut, en 
plus, que &w soit situé entre les deux points x, z et£, ¢, ce qui donne 
une nouvelle inégalité. 

Supposons w au-dessous, il est extérieur à la branche R; et il peut 
être intérieur ou extérieur à R;. Dans le premier cas, toute droite issue 
de w rencontre R; en un seul point et il en résulte que si £, Cest surR; 
et donne une droite passant par , ce point w est forcément sur le 
segment convexe correspondant. On a alors à satisfaire à une seule 
condition qui est que le point x, = se trouve du côté G’ de A,,. Dans le 
second cas, on peut mener des tangentes de w a R, et il faudra que &, 
¢ soit sur R, et du côté de w par rapport à la droite de contact des 
tangentes menées de w à R,. On aura donc une inégalité relative à Ag, 
et une autre relative à P,,. 

En définitive, dans tous les cas on aura des inégalités conduisant à 
la détermination précise da point de soulèvement. 

Pour étudier le problème pendant le mouvement, on considère la 
trajectoire du point w à l’intérieur de la base de sustentation. Elle part 
d'une position initiale w, située à l’intérieur, donc au-dessus; elle 
reste au-dessus pendant un certain parcours et peut ensuite passer 
au-dessous lorsque N change de signe. 

Si la trajectoire sort de R, en un point avant de passer au-dessous 
du plan, la question est de suite résolue; ce point de sortie est le point 
de soulèvement. | | 

Si la trajectoire sort de Ry parce qu’elle passe de l’autre côté du 
plan, c'est ce point w,, considéré comme au-dessous du plan, qui va 
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fournir la solution. S’il est dans Ry, il ya réduction totale, sinon il est 
dans R’ et il y a réduction partielle dont le point de soulèvement-sera 
déterminé au moyen du point w, par les méthodes indiquées précé- 
demment. 


ExemPLe I. — Solide pesant reposant sur un plan horizontal par une 
base limitée par une courbe fermée convexe. — Les équations du 
mouvement M, montrent que, soit au début, soit pendant le mouve- 
ment, la réaction N est constante, positive et appliquée au point G’. 

Si le centre de gravité se projette à l’intérieur de R,, il y a irréducti- 
bilité au début et pendant tout le mouvement. 

Si le centre de gravité se projette à l'extérieur de R,, la projection G’ 
doit être considérée comme un point w au-dessus du plan, puisque N 
est positive; ce point est d’ailleurs, par définition, extérieur à R° qui 
est la région commune aux côtés négatifs de certaines droites, côtés 
opposés à G‘. w est donc forcément dans la région R+et il s’agit de 
construire le point de soulèvement. 

Le point x, z et le point €, ¢ doivent être en ligne droite avec G’. Or 
tous les points d’une telle droite ont leurs polaires par rapport aT paral- 


Fig. 26. 


lèles et la tangente en æ, z est la polaire de &, ¢; il en résulte que les 
points æ, s peuvent se définir comme étant les points de R, tels que 
le rayon allant à G’ et la tangente soient deux directions conjuguées 


par rapport aT’. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — Juin 1917. ; 23 
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Comme G' est ici pris comme point au-dessus du plan, il faut que 
le point x, zsoit du côté de G’ par rapport à A; cette condition entraîne 
comme conséquence que le point &, € DOTRCE PET est sur R}, donc ~ 
il faut, en outre, que G’ soitentre x, z et £, ©; cette dernière sentation 
est forcément réalisée parce que l'est une ellipse imaginaire, les deux 
points sont homologues dans une involution de centre G’ et à points 
doubles imaginaires, donc sont forcément de part et d’autre de G’. 

En définitive : On cherche les points m de R, tels que la tangente en m 
et le rayon mG’ soient deux directions conjuguées par rapport à l'ellpse 
imaginaire. Parmi les points trouvés il y en a certainement un et un seul 
situé du côté de G’ par rapport à la droite des contacts des tangentes issues 
de G'. C'est le point de soulèvement et la réduction de la liaison se produit 

forcément à l'instant initial. 

= Un cas particulier intéressant est celui où, le point G' tombant 
toujours en dehors de R,, le cylindre vertical circonscrit à l’ellipsoide 
central est de révolution. On voit alors géométriquement que Fest un 
cercle imaginaire par rapport auquel les directions conjuguées sont 
rectangulaires. Le point de soulèvement m doit alors être tel que la 
tangente en m soit orthogonale à mG’, ce qui signifie que mest le pied 
d'une normale menée de G' a R,. La théorie générale montre que, 
parmi ces pieds de normales, il y en a forcément un et un seul du 
côté G de A4, c’est le point de soulèvement et l’on voit aisément qu’on 
peut le définir comme pied de la plus courte normale menée de G ou 
encore comme étant le point de R, le plus rapproché de G’. 


Exempte If. — La base de sustentation Ry est une ellipse de centre e 
et homothétique a l’ellipse conjuguée de l'ellipse imaginaireT. — On voit 
immédiatement que R, polaire réciproque de R, par rapport à T est une 
_ellipse de centre G’ et homothétique à R, et, en outre, que la droite 
joignant deux points correspondants +x,zet£,{deR,etR,, passe tou- 
jours par le point G’, centre commun, lequel est toujours situé entre 
les deux points ut 

Nous aurons donc une région Rj qui est l'intérieur de l’ellipse Ro, 
une région R;, intérieur de Vaipée R, et enfin une région R' formée 
par la face supérieure à l’extérieur de R, et par la ee inférieure à 
l'extérieur de R,. A 
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Si w est dans R‘+, on aura les points x, z en joignant wG’, ce qui 
donnera deux points, l’un A situé entre w et G’, l’autre B non situé 
entre w et G'; parmi ces deux points il faut choisir celui qui est du 


Fig. 27. 


côté de w par rapport à la droite des contacts des tangentes menées 
de w; c’est forcément le point A et l’on a ainsi le point de soulé- 
vement. 

Supposons maintenant w dans R’~. Il peut se trouver en dehors 
de R, ou à l’intérieur, car il est uniquement assujetti à être extérieur 
à R, qui peut être une ellipse plus petite que R,. Nous devons alors 
prendre la polaire P, par rapport à I, polaire qui se trouve, par 


Fig. 28. 


Pas 


rapport à G’, du côté opposé à w et coupe certainement R,; le point de 
soulèvement est celui des deux points d’intersection qui se trouve, 
par rapport à P,,, du côté opposé à G’. C’est forcément le point B. 

On peut encore dire que l’on prend les deux points d’intersection 
de wG’ avec l’ellipse R, et que, si w est dans R'+, le point de soulève- 
ment est celui des deux qui est le plus près de w, tandis que, si w est ” 
dans R;, c'est celui des deux qui est le plus éloigné de w. 
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CHAPITRE II. 


LE CALCUL TOTALISANT ('). 


Théorie des opérations. 


51. Il est bien facile de former des fonctions dérivées, non sommables 


au sens de M. Lebesgue. Par exemple f= x? sin = dont la dérivée 9 


5. a ifpheenciens : I 2 I Re 
est o à l’origine, et 2xsin =; —=cos— pour xo. L'intégrale 


1 . : 
uy |o(x)| da croit indéfiniment, quand € tend vers zéro par valeurs 
. | 


positives. Donc o n’est pas sommable. Il n’est donc pas possible, par la 


(*) La première Partie de ce Mémoire a paru au Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (1915); la seconde Partie, au Bulletin de la Société mathématique de France 
(1916). La troisième Partie est divisée en deux Chapitres dont le premier a été publié 
dans le présent Recueil (Mai-Juillet 1916). Les références à un paragraphe du Mémoire 
sont accompagnées de l'indication de la Partie correspondante, quand celle-ci est la pre- 
mière ou la seconde. Les renvois sans mention de Partie désignent un passage de la 
troisième Partie du Mémoire. 
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seule intégration besgienne, de calculer la variation entre a et b d’une 
primitive quelconque dont la dérivée existe et est connue en chaque 
point intérieur a ab ('). Nous atteindrons ce but, et même nous résou- 


(1) M. Lusin a résolu (Recueil Math. de Moscou, t. XVII; Comptes rendus, 17 juin 1912) 
le problème de trouver une fonction continue f possédant, sur une épaisseur pleine 
(complément d’un ensemble de mesure nulle), une dérivée coincidant avec une fonction 
mesurable © donnée quelconque. f présente toute l’indétermination de la fonction arbi- 
traire à nombres dérivés finis, ce qui suffit à montrer la différence entre cette question 
et celle qui est étudiée dans le présent Chapitre. Les méthodes du n° 62 (1"° Partie) 
permettent très simplement de résoudre le problème plus général suivant : 


Étant donnés une fonction mesurable » et quatre ensembles distincts quelconques E1, Ee, 
E;, E, dont la réunion forme un segment ab, trouver une fonction continue f admettant, 
sur une épaisseur pleine, 9 comme dérivée approximative ou générale, et réalisant res- 
pectivement sur de pleines épaisseurs (inconnues) e1, €, €3, e, de Ey, Es, Es. E,, les cas 
(AA'), [BD'], ([CC’], [DB] des nombres dérivés (Introduction, 3° Partie; n° 57, 1° Partie). 


' Sur es, 9 sera la dérivée générale de f. Si done E;, E>, E, sont nuls, le problème posé 
se réduit à celui de M. Lusin. Sur eg et e,, 9 coïncidera avec deux dérivés extrêmes 
de f, opposés et de rangs donnés. Sur e;, f aura les deux dérivés extrêmes bilatéraux 
+ œ el — +, mais une dérivée approximative égale à 9. 

Nous décomposons E;(1 £i<4) en une infinité dénombrable d’ensembles parfaits, épais 
en eux-mêmes et deux à deux distincts Q;+,,, augmentés d’un ensemble mince Ej, de façon . 
que # soit borné sur chacun des Q», opération n’offrant aucune difficulté. P,, étant la 
réunion de Q;, Q2, ..., Qm, la fonction f du n° 62 (1 Partie), réalisant sur e; le i cas 
des nombres dérivés, est la somme d’une série de fonctions continues f,, ainsi condition- 


nées : 1° f, est doublement nulle (n° 61) sur pie avec un coefficient inférieur à er : V2 fins 


présente sur Q,, le ¢* cas fondamental si m— à est divisible par 4; 3° fin possède une 
dérivée finie en tout point étranger a P. 

Done, si fy+...+ fn = Sm = v= Rm, en tout point de Q», Sh-1 a une dérivée finie 
et continue, et R,, a la dérivée zéro. Il nous suffit de montrer la possibilité de choisir fin» 
de façon que f» ait, en outre des propriétés déjà énoncées, une dérivée approximative ou 
générale donnée » —S,_,, en tout point de Q,. : 

Q» est contenu dans un certain nombre de contigus de P,_:, et se trouve décomposé 
par eux en plusieurs portions Q/,. Grâce aux exemples des n° 39 et 60 (1'° Partie), nous 
savons obtenir (3° Partie, p. 171, en note) une fonction, nulle sur Q%, et en dehors des 
segments limités par les extrémités des Q%,, bornée à notre gré, possédant hors de OF 
une dérivée finie et continue, et réalisant sur Q”, (sauf en ses extrémités) le cas [BD'], 
[DB’] ou (AA’) indiqué par l'indice m, avec la dérivée approximative zéro dans les trois 
cas. fn peut done être considérée comme la somme d’une telle fonction et d’une autre 
remplissant la première et la troisième condition de f», et admettant sur une pleine 


épaisseur de Qj, la dérivée générale » — Sn-1 - Nous obtiendrons cette dernière fonction 
en résolvant le problème suivant: 


P étant un ensemble parfait intérieur au segment a! 3! et sur lequel 4 est sommable, 
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drons un probléme plus étendu que le précédent, en utilisant une opé- 
ration que j'ai définie et étudiée pour la première fois dans deux Notes 
publiées aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Paris (ou, 
t. 154, p. 859-862, et 1075-1078), et à laquelle j’ai donné le nom de 
totalisation. 

La somme besgienne indéfinie f d’une fonction mesurable 9, donnée 
sur ab, remplit les conditions suivantes. C’est une fonction : 1° con- 
tinue; 2° dont la variation sur tout ensemble parfait mince est définie 
et nulle ; 3° admettant o pour dérivée générale sur une pleine épaisseur 
de ab. | 

Pour que / existe, il faut et il suffit que l’ensemble des points de ab 
où l’on a|o|>n, n étantun entier positif, ait pour mesure le terme u, 
d’une série convergente (condition de sommabilité de 9 sur ab). f est 
alors, à une constante additive près, entièrement déterminée par les 
conditions énoncées. On peut définir la somme besgienne de ¢ entre 
deux points quelconques æ et x’ situés sur ab, comme étant la 
variation de f entre ces deux points. La somme indéfinie f de 9 a 
une variation définie sur tout ensemble parfait P agrégé à ab. On peut 
définir la somme besgienne de o sur P comme étant égale à la varia- 
tion de f sur P. Ces variations de f sont parfaitement déterminées, 
la constante de sommation disparaissant. | 


trouver une fonction continue F, inférieure en valeur absolue à un nombre positif donné à, 
nulle hors du segment x'$', et admettant sur une pleine épaisseur de P une dérivée 
égale av. 

Pour que F soit doublement nulle de coefficient & relativement aux extrémités c, d d’un 
intervalle contenant P, il suffit, plaçant a’ entre c et P, 2’ entre P et d, de prendre à infé- 


_ rieur à k(a’—c)? et à k(d — 8')2. 


Soient «, 8 les extrémités de P, I(x) la somme besgienne de Ÿ entre « et x, n un 
nombre positif tel que, dans tout intervalle inférieur à n, l’oscillation de 1 soit inférieure 
a8; iy, do, .., tp, dans l’ordre où nous les rencontrons, p contigus à P séparant sur af 
des segments 91, p2,-.-, Pp+1, tous inférieurs en longueur à 4; ë,+1 le semi-contigu 88’. 


A x I . 
Soit Y, la fonction égale à Y sur P, constante et égale à ah VA sur ip(h£p +1), 
(2 


V, étant la variation de I sur px, 1 étant nulle enfin sur les contigus différant des Zp, 
ainsi que pour «<a, æ > P. On voit immédiatement que la somme besgienne de vy 
entre « et x, nulle aux extrémités gauches de tous les po, et en 6’, remplit toutes les condi- 


tions de F. 
Le problème initialement posé est donc entièrement résolu. r 
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Pareillement, la totale indéfinie d’une fonction ? donnée sur ab sera 
une fonction f possédant, si elle existe, les TROIS CARACTERES suivants : 
1° elle est continue ; 2° elle est à variation résoluble, ou : sa variation sur 
tout ensemble parfait mince est réductible a zéro (n° 27) (si elle était 
nécessairement définie et nulle, la totale serait à variation bornée et 9, 
d’après la condition suivante, devrait être sommable) ; 3° sur une 
pleine épaisseur de ab, f admet 9. pour dérivée approximative ou gé- 
nerale. 

Soient deux fonctions /, et /, remplissant ces conditions pour une 
même fonction 9. Je dis que /, et /, ne diffèrent que par une con- 
stante. En effet: 1° /, — /, est continu; 2° f, — f\ est résoluble, puis- 
qu'il en est ainsi de f, et de /, séparément (n°27) 9 ers ene 
simultanément sur une même épaisseur pleine la dérivée approxi- 
mative ou générale o(n° 25). Donc f, — f, a sur une épaisseur pleine 
le dérivé apn bilatéral zéro. En conclusion (n° 28), /, — f, est 
constant. 

Donc, a priori, ou bien il n’existe pas de totale indéfinie d'une 
fonction +, ou bien il en existe une infinité, la différence de cha- 
cune avec l’une d’elles étant constante. Dans ce second cas, nous 
appellerons totale de © entre deux points de ab, la variation, entre 
ces deux points, de la totale indéfinie f de 9. Nous appellerons totale 
de © sur un ensemble parfait P, la variation de f sur P, si cette varia- 
tion est définie. Ces deux nombres sont indépendants de la totale 
indéfinie choisie. | 


52. L' étude des trois caractères imposés à f a priori, et analysés 
indépendamment de leur ordre, nous donnera les conditions néces- 
saires et suffisantes pour que 9 soit totalisable entre a et b. 

Observons que si f possède sur tout ensemble parfait mince une 
variation réductible (second caractère, où l’on néglige que la réducti- 
bilité est à zéro), nous savons qu'il en est de même sur tout ensemble 
parfait épais en lui-même P (n° 22 bis). Alors, l’ensemble H des 
points de P, au voisinage desquels f n’a pas une variation totale 
définie et bornée sur P, H est non dense sur P (n° 23). Mais alors, sur 
tout segment (ou portion) & de P ne contenant aucun point de H, 
J possède sur une pleine épaisseur deo une dérivée Ÿ, générale si P est 
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continu, au moins approximative et spéciale a P si P est discontinu, 
et Y est sommable sur & (n° 24). D'après le troisième caractère de /, 
o et Ÿ ne peuvent différer qu’en un ensemble mince sur w. Donc, sur 
s, o est sommable. 

Si P n'était pas épais en lui-même, c’est-à-dire si certaines portions 
de P étaient minces (de mesure nulle), 9, supposé fini, serait évidem- 
ment sommable sur de telles portions. Il en résulte que, dans tous les 
cas, au voisinage de tout point M de P, existent des portions de P où 
g est sommable, que P soit ou non épais en lui-même autour de M. 
Nous avons donc cette première condition des fonctions totalisables. 


PREMIÈRE CONDITION DE 9. — L’ensemble des points d’un ensemble 
parfait P, continu ou discontinu, au voisinage desquels ® est non som- 
mable sur P, est non dense sur P (*). 


Nous venons d'obtenir cette condition fondamentale en utilisant le 
troisième caractère de f (9 =), et seulement une partie du second, 
savoir que sur tout ensemble parfait mince (et par suite aussi, sur 
tout ensemble parfait, n° 22 Hs), fa une variation réductible. Faisons 
maintenant appel à la partie négligée du second caractère, la réduc- 
tibilité à zéro. La variation de f sur la portion & est dès lors la 
somme besgienne de + sur cette portion (n° 30). Nous avons donc, 
en parallèle avec la première condition des fonctions ¢ totalisables, 
ce lien numérique entre la totale inconnue fet la fonction donnée 9 : 


RELATION NUMÉRIQUE ENTRE f ET 9. — Sv, sur un ensemble parfait & con- 
nu ou non, la variation de la totale f est définie, et si © est sommable 
sur ©, la totale de ® (ou variation de f) sur w est égale a la somme 
besgienne de 9 sur &. 


Nous appellerons PREMIÈRE OPÉRATION de la totalisation le calcul de la 


(1) La première condition est remplie par toute fonction finie Ÿ limite de fonctions con- 
tinues [en particulier, outre les fonctions dérivées générales, approximatives ou prépon- 
dérantes (n° 47 en note), par les sommes de séries trigonométriques partout convergentes, 
les fonctions approximativement continues, etc.] en vertu de cette conséquence du théo- 
rème de M. Baire, que l’ensemble K des points de P au voisinage du sur P, 4 est 
non bornée, K est non dense sur P. 
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somme besgienne de ¢ sur un ensemble parfait continu ou discontinu 
où ¢ est sommable. a 

Nous avons maintenant les éléments numériques dont est constituée 
la totale. Ces éléments sont des sommes besgiennes définies, prises sur des 
intervalles ou sur des ensembles par faits. 

Il y a dans tout intervalle ¢ compris dans ab un intervalle 7 où 9 
est sommable. La somme besgienne de + sur / est la variation de f 
entre les extrémités de 7, donc la totale de 9 entre ces mêmes points. 

De même, il y a sur tout ensemble parfait discontinu P, et sur 
toute portion P, de P, une portion & de P,, done de P, où + donné est 
sommable, où f inconnue a une variation définie, et cette dernière 
variation, égale à la somme besgienne de 9 sur &, est en même temps 
la totale de 9 sur w. Mais il s’agit d’abord que ¢ se prête à ce calcul 
de manière que / ait toujours, au moins sur une portion & de P,, une 
variation définie. Donc : 

DEUXIÈME CONDITION DE ©. — St l’on a déterminé par une voie quel- 
conque la totale de dans tout contigu à un ensemble par fait discontinu P, 
ul faut que l'ensemble des points de P, ou la série de ces totales n'est 
pas absolument convergente, soit non dense sur P. | 


Car, il y a par définition identité entre la totale de 9 sur un contigu 
à P, et la variation de la totale indéfinie f sur ce même contigu. La 
seconde condition de © équivaut donc à ce caractère de f, d’avoir une 
variation réductible sur tout ensemble parfait (1"° partie du second 
caractère). D'après les première et deuxième conditions de 9, l’en- 
semble K des points de P au voisinage desquels, ou bien 9 est non 
sommable, ou bien la série des totales de + (supposées déjà calculées) 
sur les contigus à P, est non absolument convergente, cet ensemble K 
est non dense sur P. | 

Sur toute portion & de P sans point commun avec cet ensemble K, 
la relation numérique de f inconnu et de 9 donné nous permet 
donc de calculer la variation V(f, «, 8) de / entre les points 
extrêmes «, 8 de &, puisque ce nombre est, d’après la définition de la 
variation de f sur &, la somme de cette dernière et des variations de 
J dans les contigus à &. Done V(/, «, 8) est égale à la somme de 
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l'intégrale besgienne de © sur & et des totales de f dans les contigus 
a &, lesquelles totales forment par hypothèse une série absolument 
convergente. 


L’addition, de la somme besgienne de © sur l'ensemble parfait w, 
et des totales de o dans les contigus à &, quand ces totales forment une 
série absolument convergente, constitue la SECONDE oPÉRATION de la totali- 
sation. Le résuliat en est la totale de o entre les extrémités dew ('). 


Cette opération revient à résoudre, par rapport à V(/, «, B), la rela- 
tion numérique entre f et 9 fournie par &. 

En particulier, si & est mince, le premier terme, somme besgienne 
de 9 sur &, disparait et nous trouvons bien, pour la totale indéfinie iy, 
une variation nulle sur &, conformément à l'hypothèse d’où nous 
sommes partis. | 


La troisième condition des fonctions totalisables se déduit du pre- 
mier caractère de /, la continuité, qui nous permettra, connaissant 
la totale de © sur tout segment intérieur à un contigu d’un ensemble 
parfait (ou fermé) P, de déterminer la totale de o sur chaque contigu 
à P. En effet, uw étant un intervalle quelconque d’extrémités «, 6, 
supposons connue, sur tout segment intérieur à u, la totale de 9. 
Soient x, et 6, deux suites intérieures à u, et tendant respective- 
ment vers a et vers 8. Soit fune totale indéfinie de 9. La totale 
de + entre «, et 6, est connue par hypothèse. D'ailleurs, elle vaut 


S (Bn) — f(%n)- Mais, si a, tend vers « et B, vers B, f(B,)— f(a) 


tend, à cause de la continuité de f, vers (8) — f(x), totale de 9 


entre x et 8. Donc : 


(*) Soient uw un segment, x et x’ deux quelconques de ses points. Supposons calculée 
la totale de y entre x et x’, et soit w sa plus grande valeur absolue, que nous appelons 
totale maximum de + sur u (voir n° 61, si x > 2’). 

La totale de » sur w, uniquement définie comme étant identique à la variation de A 
sur w, n’existe done que sous l'hypothèse de la continuité de f entre les extrémités «, f 
de w. Cette dernière condition exige que, tous les contigus wu à w ayant reçu un numéro 
d'ordre propre, si #’, est la totale maximum de ¢ sur up, w, tende vers zéro quand n 
croît. D'ailleurs, dans ce dernier cas, ÿ étant sommable sur w, la fonction f, calculée 
par la seconde opération entre x et un point queleonque x de af, est continue. La totale 
indéfinie f existant dès lors entre « et , a’, est son oscillation sur Un. 
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TROISIÈME CONDITION DE ©. — St l’on a déterminé par une voie quel- 
conque la totale de + sur tout segment intérieur à un intervalle u, il faut 
que cette totale tende vers une limite unique, quand les extrémités du 
segment tendent indifféremment vers celles de l'intervalle u. 

La TROISIÈME oPÉRATION de la totalisation est constituée par ce passage à 
la limite. Le résultat en est la totale de entre les extrémités de u. 


Supposant connue la totale de + entre «’ et 8’ quelconques, inté- 
rieurs à «8, décomposons l'intervalle uw en un nombre fini ou infini 
d’intervalles w, deux à deux juxtaposés, dont les extrémités n'ont 
de points limites que « et @. Les indices des u, vont en croissant 
de — © à + par valeurs entières, deux intervalles adjacents ayant 
deux indices différents d’une unité, l'indice inférieur étant pour 
l'intervalle gauche. Alors, soit #, la totale de © sur Uy. 

La troisième condition de + peut encore s’énoncer ainsi : La serie t, 


est dans chaque sens au moins semi-convergente, sinon absolument 
ie 


convergente, c’est-à-dire que, même si la série t,| n’est pas 
1 


— © 
m 


& . . 
convergente, en tout cas la somme De t, tend vers une limite : 1° quelle 
p 
que soit la façon dont les entiers positifs m et p croissent indéfini- 


ment; 2° quel que soit le choix des u, décomposant u (la limite est dès 
lors indépendante de la subdivision choisie). Cette seconde partie de 
la condition est équivalente à celle-ci, que la totale maximum (voir 
la note de la page précédente) de © sur w, tende vers zéro quand n 
croît ou décroit. Notre troisième règle de calcul est alors que {a totale 
de 9 sur u est la somme de la série doublement infinie t,. 

Condition et règle englobent le cas où la subdivision ne compren- 
drait que d’un seul côté des intervalles uv, en infinité. Plus particu- 
lierement, mats ceci résulte déja de la définition de la totale entre 
deux points comme étant égale à la variation de j entre ces deux 
points, la totale sur un intervalle uw formé d’un nombre fini d’inter- 
valles juxtaposés £ est la somme des totales sur les r. 

Généralement, si deux points +, a’ sont les extrémités d’un ensemble 


OR. ALT SE... 


VF * * 


L 


\.… Add'ihath lundi té, bo. dé mu vi Labbe nd. D eee Éd SQ LRU: ba ie 
, ’ vs" ss . ‘ 


TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMABLES. 189 


fini, ou d’un ensemble infini dénombrable et fermé, si les totales de Q, 
calculées pour tous les intervalles contigus à cet ensemble, forment 
une série absolument convergente, nous appellerons opération éle- 
mentaire l'addition finie ou infinie de ces mêmes totales. D’après un 
résultat bien connu (1” Partie, n° 11 bis), la somme de ces dernières, 
égales aux variations de la totale indéfinie sur les contigus à l’en- 
semble, vaut la variation de cette totale entre x et x’, donc la totale 
de + entre ces deux points. 


53. Je dis que, réciproquement, ces régles de calcul et conditions, 
assujettissant deux fonctions f et 9, caractérisent un couple de fonc- 


tions liées entre elles par les rapports de totale a fonction totalisée. 


Remplaçant en effet, dans l’énoncé des trois conditions de o et des 
trois opérations énumérées, le mot totale par celui de génératrice, 
o par Ÿ, f par F, nous allons montrer que, si Ÿ et une génératrice F 
satisfont aux trois systèmes de conditions et d’opérations, la varia- 
tion de F entre a et x présente relativement à Ÿ les trois caractères de 
définition des totales indéfinies de Ÿ. 

De même que la totale de 9 entre « et $ est, par définition, la varia- 
tion de sa totale indéfinie f dans le même intervalle, de même nous 
supposons que la génératrice de Ÿ entre « et $ est, par définition, 
égale à la variation de sa génératrice indéfinie F dans le même 
intervalle. 

Ceci posé, la troisième condition liant F et | s’énonce ainsi : La 
génératrice de | sur un segment «'B’ intérieur à un intervalle quel- 
conque aB, tend vers la génératrice de | entre « et B quand x’ et Ê 
tendent respectivement vers « et 5 d’une maniere quelconque, c’est-à-dire 


que, dans ces mêmes conditions, F($’) — F(«’) tend vers F(B) — F(«). 


Done F est continu du côté gauche en un point quelconque «, du 
côté droit en un point quelconque 8. Done F est continu (premier 
caractère des totales indéfinies). Il était nécessaire de s’en assurer 
dès l’abord pour que la notion de variation de F sur un ensemble 
parfait fut utilisable. Dès lors, pour admettre, entre d et F, les 
rapports mutuels de fonction totalisée à totale indéfinie, nous devons 
convenir que, si F a une variation définie V sur un ensemble parfait P, 


le nombre V sera, par définition, la génératrice de Ÿ sur P. 
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D'après le second couple condition-opération, sur un ensemble 
parfait quelconque P dans les contigus duquel on connait les généra- 
trices de Ÿ ou leurs égales, les variations de F, il existe des portions & 
de P, réparties densément sur P, telles que : 1° les génératrices de Ÿ 
(variations de F) dans les contigus à & forment une série absolument 
convergente (condition 2°); donc, sur &, F a une variation définie, 
donc F a une variation réductible sur tout ensemble parfait, et 2° y est 
sommable sur & (condition 1°), l'intégrale besgienne de Ÿ sur & étant 
(deuxième opération, impliquant la relation numérique) la variation 
de F sur &. 

Si P est mince, Ÿ est sommable sur toute portion & de P. Mais son 
intégrale besgienne étant nulle, et cette intégrale représentant. 
(deuxième opération) la variation de F sur &, où cette dernière est 
définie par hypothèse, F a une variation réductible à zéro sur tout 
ensemble parfait mince (deuxième caractère des totales indéfinies). 

Donc F est résoluble. Donc F possède sur une épaisseur pleine une 
dérivée générale ou approximative Ÿ,, et, sur tout ensemble parfait P 
épais en lui-même, existe une portion &’ (w’ est épais) où : 1° F a sa 
variation définie; 2°), est sommable; 3° la variation de F sur &’, entre 
l'extrémité gauche a et un point æ de &’, est la somme besgienne dev, 
sur &’, entre « et æ (n° 30). On peut supposer que o’ est une portion 
de &. Alors, la somme besgienne de 4, — Ÿ sur &’ entre « et x est 
nulle. Donc, Ÿ,— 4% sur a’, sauf éventuellement en un ensemble 
mince. Done, &’ étant épais, dans tout ensemble parfait épais en lui- 
même, il existe des points où F admet Ÿ pour dérivée générale ou 
approximative. On déduit de là, comme au n° 26, que l’ensemble où f 
n’admet © pour dérivée ni générale ni approximative est de mesure 
nulle (troisième caractère des totales indéfinies ). 

En résumé, Ÿ admet pour totale indéfinie F, dont nous supprimons 
la dénomination auxiliaire de « génératrice ». Le lien entre o et f 
exprimé par le système des trois couples d'opérations et conditions 
fondamentales, ce lien est donc bien caractéristique du: couple fonc- 
tion totalisable — totale indéfinie, dont il nous sera desorarats 
superflu d’envisager la définition initiale. 


~ 
L 


4. Nous allons montrer comment ce système de conditions opé- 
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ratoires (qui possède la notable propriété d’être rempli pour les 
couples : fonction dérivée finie — fonction primitive, dérivé extrême 
fini — fonction primitive, etc.) fournit un processus de calcul per- 
mettant de remonter de oa f, exactement de déterminer la variation 
de f dans un intervalle quelconque où 9 est défini. Nous verrons la 
possibilité d’atteindre ce résultat au moyen d’une én/énité bÉNOMBRABLE 
d'opérations consistant en intégrations besgiennes, sommation de séries 
absolument convergentes, passages à la limite de fonctions continues. Il 
nous sera indispensable, pour indiquer la succession des calculs, de 
faire usage du système ordinal transfini. Je supposerai le lecteur 
instruit de la signification de cette sorte de nombres, et de leurs 
propriétés les plus simples, le renvoyant, pour les retrouver, aux 
Leçons sur les fonctions discontinues de M. Baire (Gauthier-Villars, 
1905). L'un des théorèmes les plus importants dont j’aurai à me 
servir est le suivant : 


Une suite bien ordonnée d’ensembles parfaits, dont chacun est agrégé 
à ceux qui le précèdent et est non dense sur eux, s'arrête pour un certain 
rang fini ou transfint, à un ensemble nul. 


Soit P, un ensemble de la suite. Si x est de première espèce, c’est- 
à-dire si, parmi les nombres inférieurs à lui, il en est un supérieur à 
tous les autres, nous notons celui-ci « — 1, et alors, par es LE 
P, est agrégé à P,_, et non dense sur lui. 

Si a est de seconde espèce, donc limite d'une suite «,, &, ..., 
a...) les ensembles parfaits P,, P,,, ..., P,,..., dont chacun est 
agrégé au précédent, ont certainement des points communs (toute 
suite d’ensembles fermés dont chacun est agrégé au précédent pos- 
sède en commun au moins un point et en tout cas un ensemble 
fermé). Ces points forment un ensemble fermé IL, agrégé à tous les 
ensembles P,, d'indice &’ inférieur à «. Soit P, le noyau parfait de IT,. 
Si P,., est non dense sur P,,, II, et a fortiort P,, étant agrégés 
à P,,,,. sont non denses sur P,, quel que soit n. P, appartenant a tous 
les P,, appartient à IL, et même, étant parfait, il est agrégé à P,. La seule 
hypothèse qu’il soit agrégé à tous les P, antérieurs entraine sa non- 
densité sur chacun d’eux.. 

Le théorème rappelé ci-dessus signifie qu’une suite définie d’en- 
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sembles P,, conforme au type précédent, s’arrète forcément à un 
ensemble Pg nul. Les ensembles P, non nuls sont donc en infinilé 
dénombrable, comme le sont les nombres transfinis inférieurs à un 
rang donné. 

Ceci étant rappelé, effectuons la totalisation de 9 sur ab, moyennant 
les trois conditions supposées vérifiées par 9. 


55. Soit II, l’ensemble des points du segment ab, au voisinage 
desquels + n’est pas sommable. Tout point étranger à IL, est intérieur 
à un intervalle où © est sommable. Au contraire, dans tout intervalle 
contenant un point deIl,, + n’est pas sommable. II, est non dense d'après 
la première condition de 9 (n° 52). II, est évidemment fermé. Il se 
décompose en un ensemble parfait (noyau) P, et un ensemble 
dénombrable, situé dans les intervalles contigus à P,. Nous allons 
. montrer la possibilité de calculer la totale de © dans tout intervalle (*) 
sans points (intérieurs) agrégés à P,, mais pouvant avoir une ou deux 
extrémités sur P,. Soit tout d’abord mm’ un intervalle contigu à II,, 
et u, uw’ deux points intérieurs à cet intervalle, & étant à gauche de w’. 


‘ #' os: , 
Nous pouvons calculer l’intégrale besgienne As o dx (première opé- 
u 


ration). C'est, d’après la relation numérique (52) entre f et 9, la 
totale de © entre u et uw’. Faisons tendre u vers m, uw’ vers m’. D'après 
la troisième condition (52) imposée à ©, ce nombre tend vers une 
limite, qui est la totale de 9 dans l'intervalle mm’. Ainsi, par un 
double passage à la limite (troisième opération), par l'extrémité 
supérieure croissante et l’extrémité inférieure décroissante, la totale 
de o sur tout intervalle contigu à II, est connue. 


Passons à sa détermination dans chaque segment contigu à P,. Sur 


un tel segment, II, est réductible. Ses dérivés successifs sont II’, 
Ili, ..., I, .... L'un d’eux et tous les suivants sont nuls. Nous con- 
naissons la totale de + dans tout intervalle ne contenant (à son inté- 
rieur) aucun point de II,. Si un intervalle +7’ ne contient qu'un 
nombre fini de points de II,, ces derniers décomposent 77’ en le même 


ee ee eee 


(1) Je rappelle que je distingue l'intervalle ab (a < x < 6) exclusivement formé de 
points intérieurs à lui-même, et le segment ab (a £ x <b), ensemble fermé. 
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nombre accru de l'unité, d’intervalles à l’intérieur desquels I, ne 
possède aucun point. La totale de 9 sur chacun d’eux est connué. La 
somme de ces valeurs en nombre fini nous donne la totale de ¢ Sur TT. 
Donc cette dernière est connue dans tout intervalle ne contenant 
qu'un nombre limité de points de II,. 

Soient maintenant 4,4, un intervalle contigu à II’, et c,7, un inter- 
valle dont les extrémités sont intérieures à 4,4. Entre 7, ets’, il n’y a 
qu'un nombre fini de points de II,. Nous connaissons donc Tig, en 
désignant par To la totale de + entre x et x’. Faisons décroître et 
tendre 7, vers ¢,, faisons tendre +, par valeurs croissantes vers 7’. 
La limite existe, d’après la troisième condition remplie par ¢, et 
constitue la totale de + entre ¢, et ¢,. La recherche de cette limite est 
un calcul du troisième type. 

Ainsise trouve calculée T;'# dans tout intervalle à l’intérieur duquel 
Il, n'a aucun point. Par addition d’un nombre fini de termes, on 
passe immédiatement de ce cas à celui de l'intervalle contenant à son 
intérieur un nombre limité de points de II‘, et de la, par un passage à 
la limite (troisième opération), à un intervalle quelconque ne conte- 
nant à son intérieur aucun point de Il. 

Généralement, soit « un nombre fini ou transfini quelconque. 

Prenons-le d’abord de première espèce. Supposons calculé Tx’ dans 
tout intervalle ne contenant (à son intérieur) aucun point de H*-*. Alors, 
dans tout intervalle oo’ ne contenant qu’un nombre limité de points 
de II**, on obtient la totale de + en ajoutant les totales relatives aux 
divers intervalles séparés sur oo’ par les points de If". On sait donc 
calculer T7'+ pour tout segment os’ sans points communs avec II*. Si wu’ 
est contigu ou semi-contigu à II*(selon que les deux extrémités de uu! 
ou une seule sont les uniques points communs à II* et au segment uu’), 
nous placons ¢ et o’ à l’intérieur de uw’, et nous faisons croître o’ 
vers u’, décroitre o vers.u. La totale de 9 entre c et o’ tend vers une limite 


_ (troisième condition). Son calcul constitue une opération du troisième 


type, dont le résultat est la totale de entre u et u’. Et alors, dans tous 
les cas possibles, nous savons calculer To pour tout intervalle xx' ne 
contenant à. son intérieur aucun point de II*, sous la seule condition 
que le calcul soit supposé effectué pour tout intervalle pareillement 
situé à l'égard de IF. 
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Si « est de seconde espèce, supposons calculé T*', pour tout intervalle 
à l'intérieur duquel l'un au moins des I? d'indice «’ inférieur à a n’a 
pas de points. Alors, sur tout segment n'ayant aucun point commun 
avec II?, done complètement intérieur à un intervalle contigu à II’, 
les I? sont nuls à partir d’un certain rang, sans quoi If aurait au 
moins un point sur ce segment. On sait donc calculer sur ce dernier 
la totale de 9, et par un passage à la limite, simple ou double, on 
aura la totale de 9 dans tout intervalle ayant une ou deux extrémités 
sur II*, sans contenir (à son intérieur) aucun point de ce dernier en- 
semble. | 

Donc, que « soit de première ou de deuxième espèce, nous savons, 

par application de la troisième opération, calculer la totale de g dans 
tout intervalle ne contenant à son intérieur aucun point de II}, quand 
nous supposons le même calcul effectué pour tous les intervalles 
situés ainsi, relativement à l’un au moins des dérivés IIŸ des rangs 
a’ inférieurs à &. 
_ Cette totale est évidemment obtenue pour chaque valeur de par 
une infinité dénombrable d’additions, de passages à la limite, puisque 
les valeurs inférieures à « sont en infinité dénombrable, et que le 
calcul de la totale dans un intervalle à l'intérieur duquel II* est nul, 
n’exige que la recherche d’une ou deux limites d’expressions obtenues 
avec ie valeurs moindres de a. Les ensembles II* coincident tous 
avec P, à partir d’une certaine valeur À de «. Donc, I application dela 
méthode jusqu’à & =A nous donne la totale de + sur un intervalle 
quelconque ne contenant (à son intérieur) aucun point de P,, done entre 
deux points quelconques de tout segment contigu à P,. 

Nous voyons qu'entre de tels points, la totale de + nous est donnée 
par une infinité dénombrable d’additions, de passages à la limite, 
effectués en utilisant pour éléments numériques les intégrales 
besgiennes représentant les totales de 9 sur les divers segments 
n'ayant aucun point (intérieur ni extrème) commun avec IL,. Jus- 
qu'ici, la seconde opération ne nous à pas servi, parce que l’ensemble 
parfait sur lequel nous raisonnions était le continu, donc ne possédait 
pas d’intervalles contigus. Désormais la seconde opération sera une 
étape indispensable retrouvée périodiquement dans l’échelonnement 
de nos calculs. 


APS 
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56. Sur P, désignons par II, l’ensemble des points au voisinage 
desquels, ou bien © n’est pas sommable sur P,, ou bien la série-des 
totales de sur les intervalles contigus à P, n’est pas absolument 
convergente. IT, est la réunion des deux ensembles IL et IF! caracté- 
risés séparément par chacune de ces propriétés, et qui sont, d'aprèsles 
conditions première et seconde remplies par ©, l’un et l’autre non 
denses sur P,. Ce dernier caractère appartient donc aussi à II,. 

Si M’ est un point de IF, la fonction égale à zéro hors de P, et a ¢ 
sur P, n’est sommable dans aucun intervalle contenant M’ à son inté- 
rieur. Au contraire, tout point de P,, étranger à II,, peut être entouré 
d’un intervalle où la fonction précédente est sommable. 

Si M” est un point de IT), la série formée par les totales de o sur les 
intervalles contigus à une portion quelconque de P, contenant M, 
cette série n’est jamais absolument convergente. Et au contraire, tout 
point étranger à II, peut être entouré d’un intervalle où la série ana- 
logue converge absolument. 

IF,, If, et par suite leur réunion IT, sont des ensembles fermés. 
Soit P, le noyau parfait de II,. Les points de II, non agrégés à P, 
forment un ensemble dénombrable, réductible dans chaque intervalle 
contigu à P,. Montrons comment on peut calculer la totale de © sur 
tout intervalle sans points (intérieurs) situés, sur II, d’abord, puis 
sure. | 

Considérons un segment dont aucun point (pas même les extrêmes) 
n’est sur II,. Alors, ce segment 7, s’il contient à son intérieur des points 
de P,, seul cas nouveau à traiter, ce segment se décompose en la 
portion w, de P, située sur lui, et en une infinité d’intervalles, tous 
contigus à P,, sauf deux d’entre eux au plus (ces derniers, semi-conti- 
gus à &,, étant limités aux extrémités du segment, ). 9 est sommable 
sur &,. Soit I(9, &,) l’intégrale besgienne de 9 sur &, (première opé- 
ration) qui (relation fondamentale) représente la variation de la totale 
indéfinie sur &,. La série des totales de © sur les intervalles conti- 
gus et semi-contigus à P, situés sur / est absolument convergente. En 


faire la somme, augmenter celle-ci de I(g, &,), c'est effectuer la 


seconde opération, dont le résultat est la totale de © sur J. 
Par un passage à la limite, simple ou double (troisième opération), 
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on obtient la totale de @ sur tout intervalle ne contenant aucun point 
de II,, mais pouvant avoir une ou deux extrémités sur II,. C'était Je 
premier résultat annoncé tout à l’heure. Par une infinité dénom- 
brable de passages à la limite, on obtient la totale de ¢ dans tout 
intervalle où IL, est réductible, la chaine des opérations étant exacte- 
ment pareille à celle que l’on a utilisée sur les champs où II, est 
réductible, se justifiant par les mêmes raisonnements, et apparte- 
nant au troisième type. Donc, maintenant, /a totale de 9 est connue 
dans tout intervalle n'ayant à son intérieur aucun point de P,. 


57. On définira II, et P, à partir de P, comme II, et P, l’ont été à 
partir de P,. Définissons généralement IL, et P, pour toutes les valeurs 
finies ou transfinies de «. Selon l'usage, nous définirons ces ensembles 
par une règle de récurrence, permettant d'obtenir chacun d’eux, si 
l’on connait tous ceux des rangs inférieurs au sien, et si ces derniers 
vérifient les propriétés nécessaires au progrès de la définition. Pour 
_être assuré que celui-ci ne sera jamais arrêté, il faudra done montrer 
comme conséquence de la définition que ces mêmes propriétés appar- 
tiennent encore aux nouveaux ensembles construits IL, et P,. 

Sia est de première espèce, nous supposons connue la totale de ® 
dans tout intervalle sans points (intérieurs) communs avec P,_,. Les 
intervalles contigus à P,_, se rangent en une suite dénombrable. Sur 
le nième, la totale de © possède une certaine valeur V,_,,. Par défini- 
tion, IT, sera l’ensemble des points de P,_, au voisinage desquels ou 
bien g est non sommable sur P,_,, ou bien la série V,_,, est non 
absolument convergente. II, est non dense sur P,_,, d'après les pre- 
mière et deuxième conditions remplies. par +. Il en est a fortiori de 
même de P,, noyau parfait de IT,. 

Si « est de deuxième espèce, II, sera simplement l’ensemble des 
points communs à tous les P, (ou IL) pour toutes les valeurs «’ 
inférieures à & Si aucun des P,: n’est nul, II, contient certainement 
des points. Mais le noyau de IL, toujours désigné par P,, peut être 
nul. Comme nous l'avons déjà fait observer dans un cas général (54), 
P, est non dense sur chacun des P,,, ue P, est agrégé à Py, 
non dense sur P,. 

Montrons comment se calcule la totale de © dans tout intervalle | 
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dont aucun point (intérieur) n’est agrégé à P,, si le méme problème 
est supposé précédemment résolu pour tout nombre ordinal « inférieur 
aa. Nous supposons de plus que chacune des totales déjà calculées 
s'obtient par une infinite dénombrable d'opérations des trois types, 
effectuées dans un certain ordre. Nous commencons toujours par le 
cas d’un intervalle sans point commun avec II,. 

Supposons d’abord « de première espèce. Soit J un segment dont aucun 
point (intérieur ni extrême) n’est agrégé à IL. Si &,_, est la portion 
de P,_, située sur 7, d’une part o est sommable sur &,_,, d'autre 
part celles des totales V,_,, qui sont relatives aux intervalles contigus 
à &,—,, forment une série absolument convergente. Nous calculons 
d’une part (première opération) l'intégrale besgienne de + sur &,.,, 
d’autre part la somme de la série des totales de ¢ sur les intervalles 
contigus et semi-contigus à &,_,, et nous ajoutons (deuxième opé- 
ration) cette somme à l'intégrale. Le résultat est la totale de o sur. 
Donc, cette totale est connue sur toul segment dont aucun point n’appar- 
tient à II,, et cela par une seule opération nouvelle de chacun des 
deux premiers types. | 

Par une infinité dénombrable d'opérations du troisième type, c’est- 
à-dire de passages à la limite, on détermine TZ dans tout inter- 
valle où II, est réductible, donc dans tout intervalle ne contenant (à son 
intérieur) aucun point de P,. Ce résultat est bien obtenu pour chacun 
de ces intervalles par une infinité dénombrable d'opérations des trois. 
types, s’il en était ainsi pour la valeur de l'indice précédant «. 

Supposons maintenant « de seconde espèce. Alors, 7 étant un segment 
dont aucun point (intérieur ni extrême) n’est agrégé à IL, les Py 
n’ont pas des points sur 7 pour toutes les valeurs de «’ inférieures 
à a, sinon 7 contiendrait un point IL,. Soit donc 8’ un indice inférieur 
à « et tel que Py soit nul sur 7. Alors, nous avons admis que nous 
savons calculer la totale de o sur. De là se déduit par un passage à la 
limite (troisième opération) le calcul de cette totale sur tout inter- 
valle sans points intérieurs agrégés à II,, mais pouvant admettre une 
ou deux extrémités sur IL,. De là enfin, par une infinité dénombrable 
d’additions et de passages à la limite, le calcul de la totale sur tout 
intervalle où P, ne pénètre pas (intérieurement). 

Dans tous les cas, le problème est résolu pour P,, s ‘il l'a été préala- 
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blement pour tous les ensembles antérieurs. Et les totales cherchées 
s’obtiennent par l'emploi d’une infinité dénombrable d'opérations des 
trois types, s’il en est ainsi pour toutes les valeurs de l'indice précé- 
dant x. Comme cette dernière allégation est exacte pour les valeurs 1 
et 2 dew, comme le problème de chercher la totale de ¢ dans un inter- 
valle sans points intérieurs communs avec P, a été résolu pour & =1 
et 2, le problème doit être considéré comme résolu (et avec la condi- 
tion de dénombrabilité des opérations des trois types) pour toutes les 
valeurs finies et transfinies de x. 

Or, P, étant non dense sur tout ensemble antérieur à lui, il existe 
un nombre 8 tel que Pg et tous les ensembles suivants soient nuls. 
L’intervalle ab est dépourvu de points intérieurs agrégés à Pg. Done, 
dès que les opérations ont été poussées jusqu'au rang $ des en- 
sembles P,, la totale de 9 entre a et b est calculée. 


58. Donc, en particulier, une fonction dérivée finie étant supposée 
donnée en.tout point, nous savons calculer la variation de sa primitive 
entre deux points quelconques. Pareillement, si nous savons simple- 
ment d’une fonction partout finie qu’elle est en chaque point l’un des 
quatre dérivés extrêmes d’une fonction inconnue, nous savons trouver 
la variation de cette dernière entre un point fixe a et un point variable 
quelconque +. Ou encore si l’on nous donne une fonction finie + et si 
nous savons qu'une certaine fonction continue fa l’un de ses dérivés 


extrêmes égal à 9 sur une épaisseur pleine, et que de plus, cette fonc- 


tion f a une variation réductible à zéro sur tout ensemble parfait 


mince, nous savons Calculer /, qui ne diffère que par une constante 
additive de la totale de 9 entre a et 2. Nous savons donc reconnaître 


si une fonction © définie sur ab est une dérivée, ou un dérivé extrême 
de rang et de côté fixes ou variables. Il faut d’abord que la totalisation 
de 9 puisse se poursuivre sur ab sans jamais se heurter à une impos- 
sibilité, jusqu’à ce que la totale de soit déterminée entre a et un 
point quelconque x de ab. Cette condition remplie, il faudra s’assurer 
que, en tout point, cette fonction admet +, dans le premier cas pour 
dérivée, dans le second cas pour dérivé extréme ('). 
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(1) Nous définissons la totale de aa b par la variation de la totale indéfinie entre ces 
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99. Dans le cas où nous totalisons une fonction dérivée o, cette der- 
niére satisfait non seulement aux trois conditions, mais aussi à une 
autre remplaçant la seconde et plus stricte qu'elle, posée comme obli- 
gatoire, dans ma première définition de la totalisation (C. R. Acad. Sc., 
t. 154, p. 859-862 et 1075-1078). La voici. Les totales de © ayant été 
calculées pour tout intervalle dont aucun point n’est agrégé à un 
ensemble parfait P, non seulement les totales ¢, sur les contigus u, 
a P, mais encore les totales maximums en valeur absolue + w,, prises 
entre deux points quelconques de u,, doivent former une série absolu- 
ment convergente hors du voisinage d’un ensemble non dense sur P. 

En effet, si o est une dérivée, w,, supposé positif, est l’oscillation de 
la primitive de © dans un contigu à P. Or, si fa une dérivée finie en tout 


oint, l’ensemble des points de P au voisinage desquels l'oscillation 
8 q 


; x ; se Re L 
relative — est non bornée et a fortiori l'ensemble des points de P au 


i 
voisinage desquels la série w, est non convergente, l’un et l’autre de 
ces ensembles sont non denses sur P (n° 35, et 17° Partie, n° 40). 

Nous dirons qu’une fonction est complétement totalisable, si elle 
satisfait aux trois conditions fondamentales du n° 52, la seconde étant 
ainsi modifiée : 


Deuxième conpition compLétée. — Si l’on a déterminé, par une voie 
quelconque, dans chaque contigu à un ensemble parfait P, la valeur 
absolue maximum des totales de © entre deux points variables de ce 
contigu, ul faut que la série de ces valeurs absolues maximum ne diverge 
qu au voisinage des points d'un ensemble non dense sur P. 


A cette condition supplémentaire correspond, pour la totale indé- 
finie f de , un nouveau troisième caractere plus précis que l’ancien : 
fadmet © pour dérivée céNéraLe (et non pas seulement approximative) 
sur une épaisseur pleine. Car, la variation de f dans un intervalle 
coincidant avec la totale de 9 sur ce même intervalle, f possède une 
variation réductible autour de tout ensemble parfait, done (p. 168, en 


points, contrairement à l'habitude adoptée pour les intégrales riemannienne et besgienne. 
Il nous paraît impossible de définir le premier nombre sans supposer calculée la totale 
entre x et x’, pour tous les couples de valeurs x, +’ intérieurs à ad. 
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note) une dérivée générale Ÿ sur une épaisseur pleine e’. En tout point 
dee’, f possède un nombre dérivé unique, savoir Ÿ. Or, f, satisfaisant 
a fortiori aux trois caractères de Ja totale indéfinie de +, admet, sur 
une épaisseur pleine e”, 9 pour dérivée approximative. Donc, sur 
l'épaisseur pleine e commune à e et à e”, y=. Ainsi, dans la 
recherche des opérations à effectuer sur une donnée & pour aboutir 
à une fonction admettant, sur une épaisseur pleine, © pour dérivée 
générale, la totalisation complète étend la sommation besgienne (‘). 


60. Le lecteur peut se demander si nous avons utilisé en leur entier 
les première et deuxième conditions imposées à +, et s’il est réellement 
indispensable que, pour tout ensemble parfait P, l'ensemble K des 
points au voisinage desquels ou bien o est non sommable, ou bien la 
série de ses totales dans les contigus à P est non absolument conver- 
gente, cet ensemble K soit non dense. En effet, nous avons simplement 
admis que cet ensemble était non dense pour le continu, et pour 
chacun des P, défini, soit comme noyau de l’ensemble K relatif 
à P,_, pour un nombre « de première espèce, soit comme noyau de 
l’ensemble IT, commun à tous les P,: d'indices inférieurs à « pour un 
nombre « de seconde espèce. Mais de ce que les P, forment une 
chaine d’ensembles chacun non dense sur les précédents, en résulte- 
t-il quela propriété de la non-densité de K aura nécessairement lieu 
pour tout ensemble P distinct des P,? Ou bien, au contraire, cette 
dernière hypothèse ne dépasse-t-elle point la première, strictement 
suffisante à la suite des raisonnements ? La seconde de ces deux opt 
nions est inexacte. 

Supposons, en effet, existante la Shans des P, définis comme 
il a été dit ci-dessus et expliqué dans la description de l’opération 
totalisante. Peut-il exister un ensemble P où l’ensemble fermé K 
correspondant est dense, done contient une portion de P (où nous 
réduisons P)? P n’aura pas de point intérieur à un contigu à II,, car 
alors P aurait, à l’intérieur de cet intervalle contigu, un segment sur 
lequel 2 serait sommable. Donc, Pa tous ses points sur II,, et, comme P 


(1) Consulter à ce sujet une Note de M. Kintehine (Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences, 21 février 1916). 
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est parfait, P sera agrégé au noyau P, de Il. Pareillement, si un 
segment & de P était intérieur à un intervalle contigu à II,, P-étant 
agrégé à P,, © serait sur un segment a, de P,, lequel segment w,, 
n'ayant pas de point commun avec IL, serait pour 9 une base où © 
serait sommable. À fortiori, © serait sommable sur & compris dans &,. 
Donc P n'a pas de points dans les contigus à II,. Donc P est agrégé 
à IL,, done à son noyau P,, etc. P est agrégé, on le voit de proche en 
proche, à tous les P,. Ceux-ci étant nuls à partir d’un certain rang, 
P est nul. Donc, en utilisant les première et deuxième conditions uni- 
quement pour la suite P,, nous nous trouvons avoir tiré entièrement 
parti de l’hypothèse que ces conditions s'appliquent à un ensemble : 
parfait quelconque ('). 


Propriétés de la totalisation. 


61. C’est un principe que nous avons déjà appliqué en décrivant la 
totalisation que, sous l'hypothèse a< b<c, si est totalisable entre a 
et b d’une part, entre b et c d’autre part, il l’est entre a etc, et l’on a 


Top + Ts Tio. 
Par définition on pose, a étant inférieur à b, 
T£o ——Téo. 


Il est encore utile d'observer que la somme de deux fonctions totali- 
sables est totalisable et admet pour totale la somme des totales des 
deux fonctions. Car, si f,+ /, sont les totales indéfinies de 9, et 
de 9., fi + fa est continu, résoluble et admet ©, ++, pour dérivée 


(1) Pareille observation pourrait être faite concernant la démonstration donnée par 
M. Baire de son théorème réciproque sur les fonctions de classe 1 : « Une condition ponc- 
tuellement discontinue sur tout ensemble parfait est de classe 1. » En fait, la disconti- 
nuité ponetuelle de la fonction est invoquée seulement pour une chaine d’ensembles 
parfaits P, analogues à ceux du texte, mais l’usage, partiel en apparence, fait de l'hypo- 
thèse du théorème, épuise cependant le contenu de celle-ci, ce qui n'aurait pas lieu avec 


une chaîne d’ensembles à indices seulement entiers. C’est là un ordre de faits conforme 
à la nature des nombres transfinis. © 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — JUILLET 1917. 26 
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approximative sur une épaisseur pleine (n° 27). Donc, /, + / est la 
totale indéfinie de 9, et de 9». 


Si une fonction 9 ne prend pas les deux signes dans un intervalle, elle 
est totalisable dans ab en même temps qu’elle y est sommable. 


En effet, on peut toujours supposer, quitte à changer.o en — 9, que 
l’on a toujours 920. Si d’abord © est sommable sur ab, ¢ est totali- 
sable, d’après la définition de notre opération. Je dis qu'inversement 
si o est totalisable sur ab, c’est que 9 est sommable. En effet, la somme 
besgienne d’une fonction positive 9, sur un intervalle ou sur un en- 
semble ot œ est sommable, étant non négative, la totale de 9 entre a 
etæ(obtenne par addition finie ou infinie de telles sommes besgiennes), 
soit T(a, x), est non décroissante. Donc elle a sur une épaisseur pleine 


une dérivée générale sommable Ÿ. 9 étant sur une pleine épaisseur la 


dérivée approximative de T(a, x), © ne diffère de  qu’en un ensemble 
mince. Done © est sommable. 

M. Lebesgue signale (L. J., p. 99) l'intérêt d’un principe fonda- 
mental dans sa théorie de l’intégration : L’intégrale d’une fonction 
sommable f,, croissant relativement à l’indice, tend vers l’intégrale de sa 


limite f. 
Le même principe est exact si l’on remplace les mots integrale et 


sommable par ceux de totale et de totalisable. Soit, en effet, T, la totale 
de /, dans un intervalle ab. Posons 


Sn—Si=Sn, S—/fr=s. 


s, est totalisable, puisque /, et f, le sont. Or s, est positif ou nul. 
Donc s, est sommable. De plus, si I, est la somme besgienne de s, dans 
l'intervalle ab, ona 

Tel: 
s étant la limite de s,, jamais décroissant avec l'indice, si I, tend vers 
une limite I, s est sommable et a pour intégrale besgienne I. 
D'après f = /, +5, f est totalisable et a pour totale 


T,+1=lim(T,+1,)=lim T,. 


Si I, croit sans limite, s n’est pas sommable. Comme il est positif, il 
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n’est pas totalisable. Done f ne l’est pas davantage. Dans tous les cas, 
la totale de f existe ou non en même temps que la limite de la totale 
de f,, et dans le premier cas elle lui est égale. 

La totale d’un produit se prête au calcul dit par parties. 


62. Si les totales indéfinies de ® et dey existent et sont respectivement f 
et g, go et fy sont simultanément totalisables ou non. 


Nous avons vu, en effet, que j et g étant résolubles et ayant sur une 
épaisseur pleine pour dérivées approximatives 9 et y, /g est résoluble 
et a pour dérivée approximative /y + go sur la même épaisseur pleine 
(n°27). Done, fy+go est totalisable et admet fg pour totale indéfinie. 
I] suit de là que, si fy est totalisable, go l’est aussi, car la différence de 


deux fonctions totalisables l’est également et a, dans tout intervalle, 


pour totale la différence des deux premières totales. 

o étant supposé totalisable, go satisfait, de par la simple continuité 
de g (ou même simplement si g est borné), à la première condition 
des fonctions totalisables, que, sur tout ensemble parfait P, il existe 
une portion où gœ est sommable sur P (celle-là même où 9 est som- 
mable). Mais, ni la troisième condition (existence d’une totale limite 
sur tout intervalle limite d’intervalles où go est totalisable), ni 
a fortiori la seconde où il est question de Ja convergence absolue de la 
série des totales de go sur les contigus à un ensemble parfait, ne sont 
nécessairement vraies, de par la simple continuité de g, même si g 
a une dérivée, ni a fortiori si g est une totale indéfinie quelconque. 


Ainsi o=-;sin— (n>0) est totalisable (comme le changement 
1 


de æ en u “ le montre Gane ia moyennant n+1>m. 


OT reac | : : : [ 
§ = v?sin-| a une dérivée partout finie si p>1. go — TT sin’; 


est une fonction toujours positive, et sommable en méme temps 
I : 2 
que ——» donc non sommable si m — p21.Sidonc nous prenons p= 2, 


m =n = 3, nous réalisons bien un produit go non totalisable. 

Mais, st g a une dérivée continue, g@ est totalisable. Car fy est une 
fonction continue, donc intégrable. De la résulte que, si © est tota- 
lisable, ocosn0, osinz0 le sont quel que soit n. On peut donc 
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calculer les coefficients de Fourier de toute fonction totalisable et 
former avec eux une série trigonométrique dont on trouverait 
facilement un lien avec ¢ ('). 


63. 11 peut arriver que les coefficients de cette série ne tendent pas 
vers zéro. Montrons-le par un exemple. | 

Soit 0(x) une fonction positive, décroissante pour 0<æ<", 
infiniment grande au voisinage positif de =o, nulle pour æ =T, 
nulle pour —r<æ£<o, douée de la période 27, et telle enfin que 
l'intégrale f 0 dx n’ait pas de sens, a étant positif. A cause de cette 

“0 

dernière hypothèse, nous pouvons déterminer une suite de nombres 
d,=T, Az, ..-, An, .…, décroissants, tendant vers zéro et tels que 


ib ag pies 


An+4 


Entre a,,, et a,, nous poserons 
9 = F(x) COS pr, 


PA étant un entier à déterminer par voie de récurrence, après avoir 

observé, que d’une part, si w est une fonction continue (ou seulement 

à variation bornée, ou même simplement sommable) entre « et B, 

lentier p croissant, ucospxdax tend uniformément vers zéro, 
a’ 


quels que soient «’ et pi entre «et B, et que d’autre part, si 9 est positif, 


continu entre « et 8, fe 0 cos? px dx tend pour p infini vers le produit 


de l'intégrale f”° 0 dx par la valeur moyenne de cos*a sur un inter- 


(1) J'ai supprimé ci-après une rapide étude de cette relation, obtenue par ailleurs 
dernièrement par M™* Pia Nalli (Rendiconti Circ. math. di Palermo, 1915). Depuis la 
publication de mes deux Notes de 1912, la totalisatién a fait l'objet d’un certain nombre 
de travaux, conférant beaucoup d’honneur à une modeste idée que le hasard m'a fait 
énoncer le premier, mais dépouillant par contre de l'intérêt de la nouveauté, à mon 
grand regret pour le lecteur, divers passages de ce Mémoire, que je n’ai eu l’occasion 
d'écrire ni de publier plus tôt. 


> 
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, 3 hos : I : seks ay 
valle égal à sa période, soit 5; Cela étant, p, sera choisi de manière 
que 


Oy ay, a, 
I 
f sr) copie de| <1, fe dose de >? f Can = 
Xs ay a, 
quels que soient a, et a, compris entre a, et ay. Dis Dir os Di etant 
choisis, nous prenons p, de maniére que : 
On 


9(x2) cosp,x dx 


Ona 


1° 


I 
<= 
n 


quels que soient a,,, et «, entre a,,, et a); 


? an an 
I 
2° = f cost piæde> x | 6dxz > n; 
: An An+1 | 
= h=n-1 on 
a 3° > PCOS PAD COS Pat dz | <1, 
Al Oh+1 
| quels que soient «,,, et a, entre a,,, et a;; 
Ss : on I 
2 ih? 0 cos p,æ cosprpxrdxr|< su 
4 On+4 


pour toutes les valeurs de k inférieures à 7. 


’ 


64. D’apres les observations faites sur les valeurs limites des 
diverses intégrales écrites ci-dessus quand p, croit indéfiniment, 
Pn peut toujours être choisi assez grand pour satisfaire à ces con- 
ditions. Cela étant, je dis que 9 est totalisable. En effet, o est borné 
entre « et a,, quel que soit le nombre « positif inférieur à @,, avec un 
nombre limité de discontinuités (les a,). 9 est donc intégrable entre « 
_eta,. Sia est entre a,,,, eta,,, ona 


a, : am aAm—1 ay 
f o dx = li 4- li +... + i ; 
& œ : am ay 


Le second membre tend visiblement vers une limite pour n infini, 
puisque le premier terme tend vers zéro et que les autres forment une 
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série absolument convergente (condition 1°). Donc © est totalisable 
(et même complètement) entre o et a,, donc de — 7 à + 7. 


, . 9 ’ 
Calculons la totale de 9 cos p;æ. Dans un champ négatif, c'est zéro. 


Évaluons-la entre un nombre positif « et a,. «, devant finalement 
tendre vers zéro, peut être pris inférieur à a;,,. Supposons « entre a,,,, 
et a,,. Nous faisons plusieurs parts de la totale. Il y a d’abord celle qui 
correspond à des intervalles a, a,_, à droite de a;, avec g£1. Sur ces 
derniers, l'élément différentiel est Ocosp,_, æcosp; «dx. D'après la 
condition 3° appliquée en remplaçant » parz et A par les entiers g —1 
inférieurs à 7, on trouve sur-le-champ a,a, une totale inférieure à 1 en 
valeur absolue. La totale de o cosp;æ, ou de 4cos*p;x, entre a,,, 
et a; surpasse v. Enfin, la totale entre a,,, et a, de 


9 COS p;æ =O COS p,x COSp;æ 


. « . A, RE 
(si r2i+1) est inférieure à =; et entre « et a, à —» toujours en 


valeur absolue, ceci d’après la condition 4° où nous Ve NET; 
h=t. La totale de gcosp; a est manifestement supérieure à 
I 


l—I1— PT Pa ee 


w étant une certaine constante arithmétique. Cette totale croît done 
indéfiniment avec z. Le terme général de la série u,cosnx + v,sinnx, 
où u, et 9, sont Ar RerITADERE divisées par 7, les totales de 9 COSRx 
et de osinna entre — x et +7, ne QE pas vers zéro avec = =. Il n’est 


même pas borné. 


La suite des opérations totalisantes ne saurait être bornée 
pour l’ensemble des dérivées. 


~ 


65. Nous allons maintenant prouver que la suite bien ordonnée des 
opérations employées à totaliser une fonction dérivée (') n’est point 
obligatoirement limitée à un certain rang transfini qu’elle ne saurait 


——_—_——__———_—_—_——_—— "D 


(1) Dans tout ce Chapitre, il ne s’agit que de dérivées générales finies en tous points. 
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dépasser. En d’autres termes, reprenant pas à pas l'exposé de la 
méthode, la définition des ensembles qui y figurent, nous montrerons 
qu'on peut toujours construire une dérivée nécessitant l’emploi des 
opérations de chaque sorte jusqu’à tel rang transfini qu’on voudra 
donner d’avance. Bien entendu, si l’on choisit d’abord la dérivée, on 
est certain d’épuiser les difficultés présentées par la recherche de sa 
primitive, en poussant la suite bien ordonnée des calculs de totali- 
sation jusqu’à un certain rang fini ou transfini dépendant de la dérivée 
proposée. Mais, ce que nous voulons montrer par contre, c’est, étant 
donné un rang transfini si éloigné soit-il, la possibilité de former tout 
exprès une dérivée dont la totalisation n’est pas terminée, si l’on 
borne à ce rang la suite des opérations ('). 


(1) Étant donné ®, On peut, sans entamer les calculs de la totalisation, déterminer par la 
règle ci-après, une suite d’ensembles fermés Eg,» dont nous désignons les noyaux parfaits 
par Ng,o (ou simplement par Nx) : 1° No est le segment ab; 2° si a est de première espèce 
et positif, Ey,o est l’ensemble des points de Ng-1 au voisinage desquels © est non som- 
mable sur Ny-;. Ey,o est non dense sur Ny-s; 3° si « est de seconde espèce, Ego est 
l’ensemble commun aux N,; d'indice 4! inférieur à a. Il existe un certain rang a =Ô+i1 
de première espèce, tel que E5:1,0 = 0, E5,o n’étant pas nul. Ng peut être nul. 

Les points de Ng étrangers à Es+1,0 peuvent se répartir en une infinité dénombrable 
de portions w%, deux à deux sans points communs, ou seulement juxtaposées, sur chacune 
desquelles » est sommable. La somme besgienne de 9 sur w4 est un élément numé- 
rique hg de la totale de 9 entre a et b. La totalisation est l'addition, convenablement effec- 
tuée, des nombres hy. 

Nous désignons par Eu,g (et par Na,g son noyau) l’ensemble fermé ainsi défini pour 
1£a<0, B2r: 1° Si® est de première espèce, Ex,g est constitué par la réunion de Eg+10 
et de l’ensemble (non dense sur N4,6-1) des points de Ng,g-1 au voisinage desquels les 
totales de + sur les contigus à N4,8-1 forment une série non absolument convergente; 
2 si 8 est de seconde espèce, E;,8 est l’ensemble commun aux N,,8 pour toutes les 
valeurs de @’ inférieures à 8. étant laissé fixe, tous les ensembles Eg,g coincident a partir 
d’une certaine valeur (x) (de première ou de seconde espèce) du rang B, avec Ey+1,0- 
E5,g n’a de sens que pour 8 = o si Ng =o. 

Les méthodes employées aux pages suivantes permettent de construire une dérivée 9 
pour laquelle à et tous les nombres m(x) (1 £a £6) prennent des valeurs indifféremment 
données d’avance (2 > 0, sauf pour « = 6, si Ng = 0) et telle de plus que: 1° Ng,g possède 
une portion dans tout contigu à Ex,g41[028 < p(«)]; 2° Ea,g est, dans chaque contigu 
à Nag, réductible d'ordre (a, 8) donné indifféremment pour chaque couple (x, Bb) 
[o£B£<p(«)]; 3° quel que soit y inférieur à À (x, B), les valeurs absolues des totales de y 
sur les contigus au dérivé EY de Ey,g forment une série divergeant sur tout segment 
contenant une infinité de ces contigus, done a fortiori au voisinage de tout point de Eye 

Pour totaliser +, nous devons employer : 1° la première opération une transfinité de fois 
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66. Montrons d’abord l'existence de fonctions / doublement nulles 
(ire Partie, n° 61) relativement à un couple de points a, b, admettant 
en tout point une dérivée finie, cette dernière étant sommable sur tout 
segment intérieur à ab, mais ne l’étant ni en a ni en b. Il faut et il 
suffit pour cela que /, pourvue d’une dérivée, ait sur le segment ab 
une variation totale non bornée en a et b, et en ces deux points seu- 
lement. 


Une fonction f, doublement nulle relativement à (a, b) et de 


æ—a}(b—x} 


coefficient 1, est, par définition, de la forme A(x) ( oe 


|A(a)| ayant pour maximum 1 sur ab. Nous prenons 


k 


A(z) == sin (@—a)"(b— a)’ 


k étant constant. La dérivée + de f est continue à l’intérieur de ab et 
sommable en a et b en même temps que la fonction 


k 


COR) (a=) Rp TUE 


Pour m22, ® n’est sommable ni en a ni en b. Nous désignons par 
F°(a, b) une fonction du type précédent où # et m ont des valeurs 
fixes, quelconque pour la première, au moins égale à deux pour la 
la seconde. Si le segment ab est désigné par une seule lettre s, nous 
écrirons aussi F°(s) pour F°(a, b). La dérivée de cette fonction sera 
indiquée par ®°(a, b) ou D°(s). F°(a, b) est, rappelons-le, double- 
ment nulle et de coefficient 1, relativement à a, b. ®°(a, b), continue 
à l’intérieur de ab, n'est sommable ni en a ni en b. 

Supposons-nous donnée la fonction dérivée ®°(a, b). Comment 


d'ordre à (la fois de rang à pouvant être éventuellement supprimée, quand Ng = 0); 
2° entre deux opérations consécutives du premier type, la seconde opération une trans- 
finité de fois d'ordre y. («) [la fois de rang » (x) étant supprimée, si » est de seconde 
espèce]; 3° entre deux opérations consécutives du second type, la troisième opération 
une transfinité de fois d'ordre À (a, B). Ainsi se trouvera établie l'impossibilité de borner, 
pour les dérivées finies, la complexité du calcul totalisant. 

Les raisonnements du texte s’appliquent successivement a: 1°2=1, (1) =o et Ni,0=0, 
ÀG, 0) quelconque (n°* 66-72); 2° 8=1, p(s) et A(1, 8) quelconques (77-79); 
3° à quelconque, p (%)=1, À (æ, o) quelconque (80-81). 


TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMABLES. 209 


calculerons-nous sa totale entre deux points x et x’ du segment ab? 
Soient d’abord x et x’ intérieurs à ab. ®° étant sommable (et même 
continue) entre x et x’, sa totale entre ces deux points est identique à 
sa somme besgienne (et à son intégrale riemannienne). Donc : 1° la 
totale T”D° entre deux points intérieurs à ab s'obtient par la première 
opération; 2° si le point æ est en a, nous avons 
TY © — lim TY de. 
x=a 

La troisième opération nous donne donc la totale T*. La mème opé- 
ration, effectuée une fois, nous donne T’@; 3° effectuée une nouvelle 
fois, elle nous fournit T?®°. Nous avons donc résolu, quels que soient 
a et x’ sur le segment ab, le problème de trouver la totale de ®° entre 
x et x’ ou la variation entre x et x de F°, primitive de ®°. 


67. Préalablement aux opérations totalisantes, nous commencons 
par déterminer l’ensemble II, des points de non-sommabilité de la 
dérivée donnée ©. Je dis que l’ensemble II, peut coincider avec tout 
ensemble fermée H donné d’avance. En effet, prenons f nul sur H, et, 
dans un intervalle uw contigu à H, faisons f= F°(u). fest, relativement 
à H, doublement nulle et de coefficient 1. Donc, en tout pointdeH, fa 
une dérivée 9 égale à zéro. Hors de H, / possède en tout point la déri- 
vée D°(u) de la fonction F°(w) avec laquelle coincide f autour de ce 
point. ®° est sommable sur tout segment intérieur à wu et non pas suru. 
H est donc l’ensemble des points de non-sommabilité de ©. 

La totale de © entre les extrémités d’un même contigu à H est 
nulle. Done, la série des totales de ¢ sur ces contigus est absolument 
convergente et sur un groupement particulier quelconque de ces 
contigus, la somme de ces totales est zéro. Soit K le noyau parfait 
de H. Si a et x’ sont intérieurs à un même contigu à K, mais sont 
séparés par des points de H, la totale de 9 entre x et a’ s'obtient (opé- 
ration élémentaire, n° 52) en faisant la somme de la série absolument 


convergente des totales de © sur les intervalles contigus et semi- 
contigus à la partie de H située entre æ et #’. Le même calcul vaut 


encore si æ et « sont aux extrémités d’un mème contigu à K, et la 
totale obtenue est dans ce dernier cas zéro. 
Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV. — Juve 1917. 27 
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Si l’on observe maintenant que, sur K, + est nul, donc sommable, 
et que la totale de + sur toute portion de K, égale à la somme 
besgienne de © sur cette portion, est encore nulle, si l’on remarque 
Hifi que les totales de + dans les contigus à K sont toutes zéro, donc 
forment une série absolument convergente de somme nulle sur toute 
portion de K, on obtient la totale de + entre deux points quelconques 
de K, savoir zéro, et ensuite, la totale entre deux points quel- 
conques æ, x’ situés sur le segment des points extrêmes de H. 

Nous désignerons par F,(H) la fonction f nulle sur H, égale à F° (wu) 
sur tout intervalle w contigu à H, et par ®,(H) sa dérivée. F, double- 
ment nul de coefficient 1 relativement aux extrémités de chacun des u, 
l’est aux mêmes conditions relativement à H. ®,, nul sur H, est non 
sommable en tous les points de H, et en ceux-là seulement. Les opéra- 
tions qui nous ont donné la variation de F, entre deux points x et a’ 
quelconques, supposant connu simplement ®,, résoudraient le pro- 
blème analogue pour toute fonction ®, + 6(x), si 0 est une fonction 
continue, ou seulement une dérivée partout sommable. 


_ 68. Dans le calcul de F,(H), nous avons appliqué, dans chaque 
contigu uw de H, la première opération entre deux points quelconques 
de u, puis la troisième opération, une ou deux fois dans chacun.des u. 
Après quoi, nous avons eu, pour les divers contigus à H, des totales 
formant une série absolument convergente. Le calcul totalisant n’offrait 
plus de difficultés après une double application de la troisième 
opération sur chacun des u. Nous allons maintenant réaliser le cas, 
dont la possibilité théorique a été admise, et où, pour obtenir la totale 
de + dans chaque contigu + à P,, noyau de Il,, i faut appliquer une 
transfinité de fois la troisième opération. Dans chacun de ces contigus ¢, 
II, est réductible. Nous définirons pour chaque ordre fini ou Fars (2 
une fonction F*(a, b) partout dérivable et : 1° doublement nulle de 
coefficient 1 relativement au couple (a, b); 2° telle que l’ensemble H 
(désigné ci-après par H,) des age de non-sommabilité de sa dérivée 
D*(a, b) est réductible d’ordre a, c’est-à-dirè admet un ensemble dérivé 
d'ordre «, constitué de points en nombre fini et au moins égal à 1, en 
sorte que ce dernier, H*, existe, mais H**! est nul; plus précisément, 

H° coincidera avec le couple a, b; 3° telle que les totales de ©* (ou varia- 
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tions de F*) sur les contigus a l’un quelconque des dérivés HP ni nuls ni 
fénis (donc pour toute valeur, même nulle, de @ inférieure à «) forment 
une série non absolument convergente au voisinage de tout point du dérivé 
suivant HP+!. 

Observons d’abord que H ne peut pas être un ensemble fermé quel- 
conque. Soient æ,, x, ..., @,, ..., une suite progressant dans un sens _ 
unique et tendant vers un point limite £. Si d, est la distance de Ln à 
Hn. Ctr, celle de x, à €, r, est la somme d,+ d,,,+.... Si en & une 
fonction f possède une dérivée finie, les variations relatives de f entre 
zx, et § sont inférieures en valeur absolue à un nombre positif fixe 4. 
Donc la variation absolue de f entre wx, et x,,, est inférieure à 
Æ(Ty+ Tr) <2kr,. Si donc la série r, est convergente, la série des 
variations de f entre æ, etæ,,, est absolument convergente. H ne peut 
done pas coincider avec l’ensemble des x, augmenté de £, car la série 
des variations absolues de f sur les contigus à H® = H ne divergerait 
pas au voisinage de H' =. Ceci particularise évidemment la nature 
des ensembles H. 


Dans tout intervalle contigu à un dérivé H°+*!' et contenant une infinite 
de points de H*, ceux-ci devront satisfaire à la condition que leurs 
distances à l'extrémité du contigu vers laquelle ils tendent, forment une 
série divergente. 


69. Constituons F'(a, b). La fonction F°(à, b) possède une double 
infinité de maximums et de minimums alternants, en des points €, 
qui croissent avec l'indice » et tendent vers a pour n = — «, vers b 
pour n = ++. La variation ¢, de F entre c, et c,,, est alternativement 
positive et négative, et la série », est semi- et non absolument conver- 
gente quand » croit ou décroit indéfiniment. Désignons par H, 


l’ensemble des points c,, et considérons la fonction 


f= F(a, b) + F,(H:). 


F° est dérivable en tout point de ab, et est doublement nulle de 
coefficient 1 relativement au couple a, b. La dérivée ®° (a, b) est 
sommable sur tout segment intérieur à ab. F,, partout dérivable, 
doublement nulle sur H,, a une dérivée non sommable en tout point 
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de H,, et est doublement nulle relativement au couple a, b avec le 
coefficient 1 au plus. Car, F, doublement nulle sur H, l’est a fortiort, 
avec un coefficient non supérieur, relativement à tout ensemble partiel 
de H, et en particulier relativement au couple a, b agrégé à H,. 

La dérivée ode / existe en tout point de ab. Elle n’est sommable en 
aucun point de H, intérieur à ab, puisque en ces points ®° est sommable 
sans que ®,(H,) le soit. Donc l’ensemble des points de non-somma- 
bilité de 2, ensemble fermé, comprend a et b, où ni®° ni ®, ne sont 
sommables et où ®° + ®, au premier abord pouvait l’être. Cet ensemble 
est donc H,. Les variations de f dans les contigus à H, sont celles 
de F°. Elles forment donc une série non absolument convergente 
en a et b. Les conditions proposées sont donc vérifiées pour « = 1... 

En divisant f par une certaine constante positive inférieure à 2, on 
fait de f une fonction doublement nulle et de coefficient 1 relativement 
au couple a, b. C’est précisément cette dernière fonction que nous 
‘désignerons par F'(a,b), sa dérivée étant notée D'(a, b). | 

L'ensemble des points de non-sommabilité de ®'(a, b) est H,, pos- 
sédant un dérivé du premier ordre constitué par deux points a et b, 
et la série des variations de F,(H,) dans les contigus à H, est non 
absolument convergente en « et b. De plus, F'(a, b) est doublement 
nulle et de coefficient 1 relativement au couple a, b. 


70. Il est maintenant facile de définir F?(a, b). Les c, étant les 
points définis au dernier paragraphe, considérons une fonction g,(a,b) 
égale sur tout intervalle c,c,,, à F'(c,,c,,,). g, est dérivable en tout 
point distinct des c,, ou étranger à H,. Mais, F'(c,, c,4, ) étant double- 
ment nulle et de coefficient 1 relativement au couple (c,, c,.,), 8, est 
doublement nulle et de coefficient r relativement à l’ensemble H,. g,a 
donc une dérivée nulle sur H,. La dérivée g’, admet pour ensemble de 
non-sommabilité, dans chaque intervalle c,c,,,, des points tendant de 
part et d’autre vers c, et c,,,, sans autres points limites. L'ensemble 
des points de non-sommabilité de g est donc un certain ensemble H, 
dont le premier dérivé est H,. Chaque segment contigu à H, est inté- | 
rieur à un même intervalle c,c,,,. Les variations de g sur les contigus : 
à H, forment de chaque côté, en tout point ¢,, c’est-à-dire en tout point 
de H, distinct de a et b, des séries non absolument convergentes. 
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Ajoutons à g, la fonction F°(a, b). La somme / est dérivable partout 
sur ab et doublement nulle relativement au couple a, 6, comme le sont 
séparément F°(a, b) et g,. Les points de non-sommabilité de sa déri- 
vée © sont : d’abord les points de non-sommabilité pour une et une seule 
des deux dérivées g,, et ®°(a, b), savoir les points de H, distincts de a 
et b; puis les points limites des précédents, donc a et b en plus. H, est 
done l’ensemble des points de non-sommabilité de &. « 

Sur tout segment intérieur à ab la variation totale de F°(a, b) est 
bornée. Donc, les variations de f sur les contigus à H, forment une 
série non absolument convergente aux points de H, intérieurs à ad, 
dans les conditions où il en est ainsi pour les variations de gy. Les 
points de non absolue convergence de cette série étant fermé, cet 
ensemble contient a et b. Il coincide avec H,. 

Donc les variations de f sur les contigus à l’ensemble H, de non- 
sommabilité de © forment une série non absolument convergente, au 
voisinage de tout point du dérivé H, de H,. Mais les variations de f 
sur les contigus de H, sont celles de F°, puisque g, est doublement nul 
sur H,. Donc ces variations de f forment une série non absolument 
convergente en a.et b, qui sont les seuls points constituant le dérivé 
second de H,. 

f, somme de g, et de F°, est doublement nulle et de coefficient 
au plus égal à 2, relativement a (a, b). En divisant / par un certain 
facteur au plus égal à 2, nous obtenons une fonction F?(a, b) 
remplissant, pour «= 2, les trois conditions imposées au n° 68 
à F*(a, b). F?(a, 6) est en effet doublement nulle de coefficient 1 rela- 
tivement au couple (a, b). Elle possède une dérivée ©? (a,b) admettant 
un ensemble de non-sommabilité II, = H,, réductible d’ordre 2. Et les 
variations de F?(a,6) sur les contigus à H, font une série. non 
absolument convergente au voisinage de tout point du dérivé H,, et 
les variations de F? sur les contigus à H} font une série non absolument 
convergente aux deux points a et b constituant le dérivé suivant H,. 


71. Supposons formée, pour tous les ordres v inférieurs à un nombre 
fini ou transfini « et pour tout couple a, b, une fonction F’(a, b) rem- 
plissant les conditions du n° 68, où « a été remplacé par v. Nous allons 
montrer la possibilité de réaliser la fonction F*(a, b). 
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. 
1° a est de premiere espèce. Nous partons de la fonction connue 
F*-'(a, b). Désignons toujours par H, l’ensemble des points & — 
où F°(a, b) prend alternativement ses maximums et ses minimums. 
Nous définissons une fonction g,(a, b) égale à F,_,(c», Cn+,) entre c, 
et cp,,- Dans les contigus à H,, g, possède une dérivée finie puisqu'il 
en est ainsi des fonctions F,_, sur leur intervalle de détermination. 
F,_i(Cu Casi) étant doublement nul de coefficient 1 relativement 
au couple (Cn, Cas)» gx à la dérivée zéro sur H,. Désignons par 
Hu, (Cns Cn+1) l'ensemble des points denon-sommabilité de ®,_ ,(Cn5Cn+1)+ 
L'ensemble Hy_, (Cp, Cn4,) situé sur le segment c,c,., a pour dérivé 
d’ordre «—1 les seuls points c,, Cn, (n° 68). Done la réunion des 
H,_, (Cay Cnx,) est un ensemble H, admettant pour dérivé d’ordre « —1 
les points c, et eux seuls. Done H, admet un dérivé d'ordre « 
constitué par les seuls points a et b. 

Un segment o sans points communs avec aucun des ensembles 
Has (Cn, Cras) est intérieur à l’un des intervalles c,c,.1. ga coincidant 
sur o avec F,_, (Cp, Cr+) a sa dérivée Ÿ, sommable sur c. D'ailleurs gy 
n’est évidemment sommable dans aucun intervalle 7 contenant au 
moins un point de l’un des H,_,, puisque 7 contient alors au moins un 
point isolé £ de l’un des H,_,. § est donc intérieur à un intervalle 

nCn+,- Alors g, coincide sur J'autour de Ë avec la fonction F,_,(cy, Cras) 
laquelle n’est pas sommable en &. Donc, l’ensemble des points de non- 
-sommabilité de Ÿ, coincide avec Hy. 

Soient H£ un dérivé quelconque de H, d’ordre 8 inférieur à « —1, 
et M un point de Hf. Je dis que les variations de g, sur les contigus 
à Hf forment une série non absolument convergente en M. En effet, 
si M est intérieur à ab, il appartient à au moins un segment ee 
Sur ce dernier, g, coincide avec F,_,(c,, e,,,) et H, coincide sur le 
même segment avec H,_,(c,, Cais)» Cn et Cay, faisant partie, d'après 
6<a—1, des ensembles Hits Cri) at Let eh appartiennent 
aussi à Hf et a Hf" qui par conséquent, sur le segment cyeps,, 
coincident respectivement avec les deux premiers. Donc, M appar- 
tient à HE“(e,, C1). Les variations de g, sur les contigus au 
dérivé H$, situés sur c,c,,,, coincident donc avec les variations sur les 
contigus au dérivé HŸ_,(c,, c»,,). Or, ces dernières ne convergent pas 
absolument en M. Enfin l’ensemble des points de non absolue coh- 


Cee a à 2 = à =i" EL — . LAS Le nl 


TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMABLES. 215 


vergence de la série des variations de g, sur les contigus à H?, cet 


ensemble étant fermé, contient toujours a et b et par suite coincide 


avec H®*' sur tout le segment ab. 

Ajoutons à g, la fonction F°(a, 6). f= g, + F°, fonction doublement 
nulle relativement à (a, b) et de coefficient au plus égal à 2, possède 
en tout point une dérivée finie 9. D'ailleurs, la dérivée de F° étant 
sommable sur tout segment intérieur à ab, sur un tel segment, les 
points de non-sommabilité de + à l’intérieur de ab sont ceux de g,, 
donc ceux de H,. Leur ensemble, étant fermé, contient a et b, done 
coincide avec H, sur tout le segment ab. Les variations de F° sur des 
intervalles deux à deux sans points communs et compris dans un 
même segment intérieur à ab forment une série absolument conver- 
gente. Donc, les variations de sur les mêmes intervalles convergent 
ou non absolument en même temps que celles de g,. Donc, quel que 
soit 8 inférieur à « — 1, la série des variations de f sur les contigus 
à H£ est non absolument convergente au voisinage de chaque point 
de Hf intérieur à ab, et aussi en a et b, points limites des précédents; 
donc au voisinage de tout point de H§*". 

Supposons maintenant B égal à «—r. Alors, H® est constitué 
par l’ensemble H, des points c,, et He (ou HZ) ne comprend d’autres 
points que a et b. g, étant nul sur H,, les variations de / sur les con- 
tigus à H, sont celles de F°(a, b). Or ces dernières forment une série 
non absolument convergente en a et en b, seuls points constituant le 


dérivé H%. Donc, la fonction f remplit toutes les conditions posées, 


. . . à . ; SA 
sauf à la multiplier par un certain facteur au moins égal à; pour que, 


doublement nulle relativement à (a, b), elle ait en plus le coeffi- 
cient I. 

20 Supposons « de seconde espèce. Alors, nous nous donnons une 
Suite Go; 1, a, +. As ---, de nombres finis ou transfinis tendant 


vers « quand l'indice entier positif p croît. Ayant une suite quel- 


conque d, tendant vers a pour n = —, vers b pour r = +, sur les 
intervalles d,d,,, et d_,_,d_,, nous posons respectivement 


Fa(a, b) =k F# (dp; dps) 
pour le premier, et 
F(a, b) = KF%(d_p-1, 4_p) 
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pour le second. & est choisi de façon que F*(a, b), fonction double- 
ment nulle relativement à (a, b) (et même relativement à l’ensemble 
des d,), le soit avec le coefficient 1. | 

F* est partout dérivable, a comme ensemble de non- -sommabilité de 
sa dérivée ®*(a, b) un certain ensemble H, coincidant sur le segment 
d,d,,, ou 5,(p > 0) et sur d_, _,d_, ou c_, avec les ensembles H, (Sp) 
et Hi, ‘(om H, admet un dérivé d’ordre «, constitué simplement par 
les points dd, dd, dp SUPPG Segment de, 0" poker es 
dérivés H?? (c,,) et Heep a sur 6, et o—, pourm > p. Donc le dérivé 
d’ordre « de H, n’a aucun point intérieur à ab, puisque Hy" est nul 
sur l'intervalle d_,_,d,,,. Le dérivé Hé contient d’ailleurs toujours a 
et b. H% étant par définition l’ensemble des points communs aux H#, 
existe donc et se réduit au couple a, b. 

Soit 8 un nombre quelconque inférieur à «. Il y a un seul entier 
positif g défini par les conditions «,_, << 8 £«,. HŸ est constitué Fa les 
dérivés d’ordre B des ensembles H,.(0,) et H, (o_,) pour m2q. 
Pour p£g — 1, les dérivés d'ordre $ de H, (¢,) et H,,(o_,) n'existent 
pas. Les Re à HŸ sont d'nne part les contigus à à l’un des HE (an) 
pour mq, et, de plus, l'intervalle d_,d, qui contient tous les inter- 
valles o_,,, à o,_,. Sur ce dernier, la variation de F*(a, b) est nulle, 
F* étant nulle en tous les points d,. Tout point M de H* appartient à 
lun au moins des HÉ“(5.,) (m2q) et à deux au plus, par exemple 
à HE“"(¢,)(r2q). Les variations de F%(0,) sur les contigus à H8 (o,) 
sont parmi les variations de F*(a, b) sur les contigus à Hj. Les valeurs 
absolues des premières font une série divergente en M. Il en est donc 
de même des valeurs absolues des secondes autour du même point. 

La fonction F*(a, b) est donc formée, quel que soit « de première 
ou de deuxième espèce. 


72. Progressons maintenant dans la suite des opérations totali- 
santes. Il est aisé de voir que l’on peut se donner, pour l’ensemble 
parfait P, de la théorie générale, un ensemble parfait quelconque K et 
na une fonction dérivée 9 de manière que, dans chaque contigu 
a K, ul faille, pour calculer la totale de +, appliquer la troisième ope- 
ration une transfinité de fois, d'ordre « donné d'avance quelconque. 
En effet, sur tout intervalle w contigu à K, posons / — F*(u). f sera 
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doublement nulle sur K et de coefficient 1, puisque F* est doublement 
nulle et de coefficient 1 relativement aux extrémités de u. fa une 
dérivée dans tout contigu à K; /, doublement nulle sur K, possède sur 
cet ensemble la dérivée zéro. Soit + la dérivée de f. © a dans chaque 
intervalle w un ensemble de points de non-sommabilité réductible 
d'ordre x. Done, l’ensemble II, des points de non-sommabilité de ¢ 
sur le segment ab des points extrêmes de K, étant fermé, contient 
tous les points de K. II, est réductible d'ordre « dans tout contigu 
a.P;. 

Les variations absolues de f sur les contigus à I[®(8 << x) ont une 
somme divergente autour de tout point de II’*", soit étranger à K, soit 
de première espèce sur K, donc enfin autour de tout point de II?“ agrégé 
ou non à K. Il faut donc procéder à la troisième opération une trans- 
finité de fois d'ordre «, pour avoir la totale de o dans un contigu quel- 
conque aK. Cela fait, cette dernière totale étant toujours nulle, et © 
l'étant aussi sur K, la seconde opération appliquée une fois nous 
donne la totale de 9 entre deux points quelconques de K, le résultat 
étant zéro. 

La fonction f que nous venons de définir et sa dérivée 9 seront 
respectivement notées F*(K) et ®*(K). L'indice inférieur de F? 
indique l’inexistence des ensembles IL, P,; l’indice supérieur « rap- 
pelle que l’ensemble II, des points de non-sommabilité de ®¢(K) est, 


dans chaque contigu à K, réductible d’ordre «, et que les totales de ®, 


dans les contigus à un dérivé Il* non confondu avec K, satisfont à la 
condition de non absolue convergence, en tout point de iI?*". 

En résumé, la possibilité de rencontrer tous les cas envisagés dans 
la théorie du calcul totalisant pour aboutir à la détermination de la 
totale dans chaque contigu à P, est démontrée, la fonction totalisée 
étant une dérivée finie sommable (et même nulle) sur P,, choisi arbi- 
trairement. 


73. Montrons maintenant que les ensembles d’ordres suivants IL, 
P,, ..., peuvent exister pour une fonction dérivée. Mais, comme ces 
ensembles sont définis par l’absence, en chacun de leurs points, de 
l’une au moins de deux conditions, supposant l’une de celles-ci tou- 
jours satisfaite sur P,,- montrons la possibilité que l’autre suffise à 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV, — Juriuer 1917. 28 
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entrainer la considération des ensembles II,, Pz, pour toute valeur — 
donnée de a. | | 

Nous atteindrons ce but en faisant, une certaine succession de fois, 
subir aux fonctions dérivables, l’une ou l’autre des deux transfor- 
mations décrites ci-après. Tout d’abord, établissons la propriété 
suivante. 

Étant donné un ensemble fermé II, en tout point He une 
fonction f possède une dérivée, sur chacun des contigus, w ou 76, 
de II,, intercalons une infinité de points de subdivision d, sans autres 
points limites que y et à, de manière que la distance de deux points 
consécutifs de la division soit inférieure au carré des distances dé 
chacun d'eux à y et à à. Done nous supposons z positif, négatif ou 
nul croissant avec d,, d,,, — d, inférieur à la fois à (d,— y} et 
a (6 — d,,,}. Soit D, le point figuratif de f en d,. Si une fonction h 
coincide avec f sur II, et aux points d,, et si sur le segment ¢ d,d,.,,, elle a 
son point figuratif dans le rectangle de côtés parallèles aux axes et de 
diagonale D,D,.,, h possède, en tout point de II,, une dérivée égale à 
celle de f. | 


En effet, soit £ un point de II,. Le quotient 
AA quand + est sur II,, tend bien vers /’(&) si æ tend vers Ë 
sans quitter II,. 

Il faut montrer qu’il a la même limite quand æ tend vers £ hors de II,. 
Si æ est étranger à IT,, il est dans un certain intervalle w contigu à fe 
et, dans u, x est sur un segment d pdps+ D'après nos hypothèses, — 
h(a) est compris entre 


h(x) —h(é) roe 
ee égal a 


h(d,p) =f (dp) et B(doxt) =f (dpe): 

D’ailleurs ft) 1 ZE 0 et /(drn) —f(E) 
pi Ë 

JE) si d, NE sans rester en général dans le même intervalle u, 

vers E. ha) — he) est compris entre fu ehe et I (das) — FE). 


tendent l’un et l’autre vers 


ë æ — Ë 
Mais + ah atonal ont compris entre dE et son inverse. Or, si 4 
dy d,—# Apu — EË Apis — Ë : 


est l'extrémité de w, soit y, soit à, située du côté où se trouve £, les deux 
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aes Re dy —0 
nombres précédents sont compris entre 77 et son inverse. Je dis 
p+1 


que ce dernier rapport tend vers r. En effet, supposons par exemple & 
à droite de u. Alors d,,, << 0<E et 


d,— 0 ES dyx1 — d 
ar ape ==" Ie ey TE <a (9 — dpa.) <1 + (E — di) 


En résumé, £ — d,,, tendant vers zéro, la variation relative de À 
entre æ et ¢, ne diffère que par un facteur tendant vers 1 de VR(/, d,, ©) 
et de VR(/, d,,,, &). Ges deux nombres tendant vers f’(Ë), il en est 
de même de VR(A, x, £), même quand x est étranger à II,. Donc, ha 
bien sur II, une dérivée, la même que /. 

Observons, et cette remarque nous sera utile plus loin, que, si 2, 
coincide avec f sur II, et aux points d,, mais si, au lieu de rester 
compris entre /(d,) et f(d,:,) quand a est dans l'intervalle d,d,,,, 
si À, est alors seulement assujetti à ne pas s’éloigner de plus de 
d,+, — d, de l'intervalle f(d,), f(d,:,), ces hypothèses étant suppo- 
sées vérifiées pour toutes les valeurs de x et dans tous les contigus 
à II,, A, a toujours une dérivée égale à celle de / aux points de IT,. 
Il est en effet visible que VR(A,, æ, £) diffère, ox d,dy,.,, des limites 


An+1— 


extrémes de VR(A, x, £), de moins de e » qui tend vers zéro 


=i É 


quand x tend vers &. 
Etudions maintenant les deux types de transformations annoncées 
plus haut. 


74. Montrons d’abord la possibilité de construire une fonction f à 
dérivée presentant des zéros parlout denses sur un segment ab, f prenant 
en a et b des valeurs données p, q inégales, figurées par les points A, B, 
et la courbe représentative de f étant inscrite dans le rectangle, à côtés 
parallèles aux axes, de diagonale AB, cette courbe étant même située 


A é Ac : Z ; ba 
à une distance de AB inférieure à un nombre donné d’avance N 


Nous avons défini (2° Partie) des fonctions dérivées © s’annulant 
dans tout intervalle entre o et 1. Une primitive F de 9, n'étant pas 
constante dans ce segment, y possède un minimum en # et un maximum 
en k’. Le changement de + en — 9, ou deæent — +, permet de supposer 
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k<K.Enket#,F prend respectivement des valeurs m et m(m<m) 
avec les points figuratifs correspondants M et M’. En # et # la dérivée 
de Fest nulle. Entre #et #'; F estreprésenté par une courbe située dans 
le rectangle de côtés parallèles aux axes et de diagonale MM’, les tan- 


gentes à la courbe en M et M’ étant les côtés horizontaux du rectangle. 


us @ a, ok F—p, F— 
La double substitution dr et nt arte 


m 
, nous donne 
ty 
une fonction 


— Pi Ap as 
Wie fr [e+ F="(2—a)|—ml, 


TIR 


dont la courbe représentative entre a et b est inscrite dans le rectangle 
de diagonale AB, et tangente en A et B aux côtés horizontaux de ce 
rectangle. Enfin la dérivée de W, a des zéros denses sur tout le 
segment ab. 

La fonction W, construite comme il vient d’être dit, sera désignée 
par les points figuratifs A, B qui la déterminent et notée W(A, B). 
Deux fonctions W relatives à deux intervalles juxtaposés ab, be, 
forment une fonction définie sur ac et admettant en tout point de 
ce segment une dérivée. Car en b, des deux côtés, cette fonction 
possède la dérivée zéro. En divisant la diagonale AB en N parties 
égales, et en formant pour chacune d'elles la fonction W correspon- 
dante, nous définissons sur ab une fonction f dont la dérivée s’annule 
en a, en b et en un ensemble partout dense, f ayant de plus sa courbe 
représentative entièrement comprise dans les N rectangles de côtés 
parallèles aux axes, et admettant pour diagonales les N subdivisions 
de AB. La distance d’un point quelconque de cette courbe à AB est 

ae | 


N 


Ho 0 
inférieure à 


75. Montrons en second lieu la possibilité de construire sur un 
segment «8 une fonction f unioscillante (monotone), partout déri- 
vable, prenant en « et 8 des valeurs p et q figurées par deux points 
donnés A, B, et de manière que la dérivée © de f soit nulle en tous 
les points d’un ensemble parfait donné d'avance, épais ou non, ayant 
pour extrémités « et 6. : 

La courbe figurative de f est donc située dans le rectangle de diago- 
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| « + wy Ne Ÿ ’ 


TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMABLES. 221 


nale AB et de côtés parallèles aux axes. Elle touche en A et B les 
côtés inférieur et supérieur du rectangle, « et 8 étant agrégés aP. La 
fonction inverse de f, unioscillante sur le segment pq, présente une 
dérivée infinie aux points d’un ensemble parfait de mesure nulle 
d’extrémités p, g, et une dérivée finie partout ailleurs. Nous avons 
déjà construit une fonction de cette nature (1° Partie, n° 42). Les 
raisonnements faits à cette occasion nous justifieront de nous borner 
à énoncer une solution du présent problème. 

Choisissons à notre gré une fonction infiniment petite en même temps 
que la variable indépendante, mais d’un ordre supérieur à celui de la 
variable, par exemple son carré (cette fonction, affectant u,, paraîtra 
en coefficient numérique); puis une fonction définie entre o et 1, à 
dérivée finie et positive intérieurement à cet intervalle, et à dérivée 


: A 4 T ‘ 
unilatérale nulle en o et 1, par exemple Y = sin* >a. Soit P un en- 


semble parfait d’extrémités « et 8, u, ou &,8, un de ses contigus, dont 
chacun a reçu un numéro d’ordre propre. x étant sur u,, écrivons 


isles oy (eo 
eel ==?" sin* a == a (Zz): 
EL) 


Sur un, YA croit deo à u?. 
Nous posons, selon une notation souvent expliquée, 


J(æ)=(aËx)u; +owyn(x), 


w étant nul si x est sur P, et égal à unsi l’on a a, Ca <,,. La fonc- 
tion y, on le voit sans peine, est continue, possède en tout point une 
dérivée finie, positive hors de P, nulle sur P. y est nul en a, égal 


à D u> = en B. Si les ordonnées de A et de B sont respectivement p 
1 


et g, la fonction f, =p + TE y(x) remplit toutes les conditions 


posées. La variation de /surP est définie et nulle, d’après l'expression 

de y. us 
Nous désignons par G(A, B, P) la fonction /, entièrement définie 

grace au calcul précédent par les seuls points A et B et l'ensemble P. 
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76. Nos fonctions / admettent comme points de variation totale non 
bornée, tous ceux d’un ensemble fermé II,. Dans un intervalle wu ou af 
contigu à II,, nous prendrons des chaînes de points c,, tendant vers 8 
en croissant pour n=-+ %, vers x en décroissant pour n = —«, de 
manière que la variation de f entre c, et c,,, soit alternativement 
positive et négative, par exemple égale à (— 1)",, æ, étant positif, 
et que la série w, soit divergente pour ~ infini positif ou négatif, si fa 
une variation totale non bornée dans u, respectivement en « et en 8. 
Puis, si la condition suivante n’est pas encore remplie, nous inter- 
calons entre les points c; des points subdivisionnaires d, de manière 
que la distance de deux points consécutifs de la subdivision totale 
obtenue soit inférieure au carré des distances de chacun d’eux à y 
etac. 

Soit d,, n prenant toutes les valeurs entières de — 2% à +, un 
point quelconque de la subdivision complète. Soit D, le point figuratif - 
de f end,. Si, entre d, et d,,,, nous substituons à f l’une ou l’autre 
des fonctions W(D,, D,,,) ou G(D,, D,.,, Qn), Q, étant un ensemble 
parfait quelconque d’extrémités d,, d,,,, nous définissons ainsi une 
fonction A en tout point étranger à II,. Nous prenons A= f sur II,. 

ha une variation non bornée dans chaque contigu à II, et aux deux 
extrémités de ce contigu, s’il en est ainsi pour f. À coincide avee f 
sur II, et aux points d,; enfin A a partout une dérivée, coincidant 
sur II, avec f’. Nous avons établi plus haut ce dernier point et l’on 
montre par un raisonnement analogue, que, si f est doublement nul 
sur IT,, 2 le sera également, avec un coefficient inférieur au produit du 
coefficient de f par une certaine constante numérique facile à calculer. 

Si, à l’intérieur de certains contigus wa II,, fa une variation bornée, 
on prendra encore sur w une chaine de points tendant vers les extré- 
mités du contigu, satisfaisant toujours à la condition que l'écart de 
deux points consécutifs soit inférieur aux carrés de leurs distances 
à l’ensemble II,, et tels de plus que la somme des variations absolues 
de f sur chaque subdivision surpasse la moitié de la variation totale 
de f dans u. Comme ci-dessus, on substitue à /, dans chaque subdivi- 
sion de chaque contigu u, la fonction F, déterminée par les deux 
points extrêmes de l’arc æ, f se projetant sur cette subdivision. Et 
alors la fonction 4, remplaçant /, coincide avec f sur Il,, a une 


PUS AT, 


at à Mn: 
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dérivée égale à /’ sur II,, une dérivée hors de IL,, et 4! a ses zéros 
partout Le entre les extrémités de II,. Enfin, en substituant A à f, 
nous ne changeons pas l’ensemble II, des points de variation totale 
infinie pour la fonction considérée. 

Il faut observer que si II, est parfait, f peut ètre à variation totale 
bornée dans chaque contigu à II,, sans l’étre au voisinage d'aucun 
point de II,. Par exemple, si la variation totale de f est 1 sur chaque 
contigu à JI,, elle sera bien infinie autour de chaque point de I, 
supposé parfait. D’ailleurs, le lecteur verra sans peine que, si les 
variations totales d’une fonction f dans les contigus à un ensemble 
parfait forment une série convergente, la nation nécessaire et suf- 
fisante pour que cette fonction f soit à variation totale non bornée au 
voisinage de tout point de l’ensemble, est qu’elle soit à variation totale 
non bornée sur toute portion de cet ensemble. 2 prenant les mêmes 
valeurs que / sur II,, dans tous les cas possibles, la variation totale 


de 2 est non bornée au voisinage de tout point de II,. 


Grace aux constructions que nous venons de décrire, il nous sera 
possible de définir des fonctions dérivées possédant, relativement au 
calcul totalisant, des ensembles II,, P,,...de tout ordre donné d’avance, 
pour l’une ou pour l’autre séparément des deux causes susceptibles 
de déterminer l’existence de ces ensembles. 

D'une façon précise, dans un premier paragraphe (n° 77,78, 79) où 
nous supposons © sommable sur P,, nous montrons que: 1° les variations 
absolues de la totale indéfinie f de + dans les contigus à P, peuvent 
former une série divergeant au voisinage d’un ensemble fermé I, 
agrégé à P,; 2° il est possible de progresser, sans limite assignable 
a priort pour «, à des ensembles II, d’ordre transfini « donné quel- 
conque, donc uniquement grâce à la divergence, au voisinage de Ils, 


des variations absolues de f sur les contigus à Pg, quel que soit $ 


inférieur à a. La première opération, sommation besgienne de osurP,, 
pourra être effectuée une fois pour toutes, et son résultat sera le terme 
initial invariable auquel s’ajouteront transdéfiniment les résultats des 
opérations du second type, nécessitées par l'existence des IIs. Seules, 
la seconde et la troisième opération auront à intervenir. 

Au contraire, dans un second paragraphe (n° 80, 81), nous construi- 
rons une dérivée ® admettant une chaîne d’ensembles Il; jusqu’à 
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l'ordre x inclusivement, les totales de © dans les contigus a Pg formant 
toujours une série absolument convergente, Ig,, étant donc uniquement 
l’ensemble des points de Pg au voisinage desquels + est non sommable 
sur Pg. Il sera ainsi démontré que la chaine des IIg,, peut s'étendre sans 
limite susceptible d’être fixée a priori, aussi bien par le seul défaut de 
l'une des conditions que par le seul défaut de l’autre en certains points 
de Pg et relativement à ce dernier ensemble. Je laisserai au lecteur le 
soin de conclure que les deux conditions de définition de I, peuvent, 
jusqu’à tel ordre quelconque « donné d’avance, s’exercer simulta- 
nément ou dans une succession indifférente, échappant à toute règle 


(Note, p2470)0 


77. Suivons le programme que nous venons de nous tracer et 
étudions-en la première partie. Nous réaliserons toujours, en vue de 
la sommabilité de © sur Pg, la nullité de + en tout point de P,, sauf 
peut-être en un ensemble dénombrable. 

Soit K un ensemble parfait quelconque. Nous nous donnons à 
volonté un nombre transfini À. Nous définissons (72), sur le segment 
limité aux points extrêmes de K, une fonction F*(K) et sa dé- 
rivée D\(K), cette dernière ayant un certain ensemble de non-somma- 
bilité H dont K est (sur chacun de ses propres segments contigus) le 
dérivé d’ordre A, les variations absolues de F\(K) dans les contigus 
de H? ayant une somme divergente en tout point de H$*', quel que 
soit 6 inférieur à À. Nous savons que F'(K) est doublement nulle 
sur K.®(K) est done nulle sur K, noyau de H; mais aux autres points 
de H, il est parfaitement possible que D prenne des valeurs non nulles. ~ 

Nous allons faire de H et de K, respectivement les ensembles II, 
et P, de la fonction ¢ à construire. | 

Soit yé ou uw un contigu à H. Dans yà, je place une chaine de nombres 
croissants ¢,, tendant vers y pour n= —oo, vers 6 pour 2—+, et tels 
que la série des variations absolues de F*(K) entre c, et c,,, : 
a) diverge pour # = — +, si la variation totale de F’ est non bornée en y 
du côté droit, b) diverge pour z = + ;'si la même hypothèse est véri- 
fiée en à du côté gauche, c) ait une somme supérieure à la demi- 
variation totale de F entre y et à, si cette variation est finie. Les 
points €, étant placés, nous renforçons les propriétés précédentes en 
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intercalant entre eux, s’il est nécessaire, de nouveaux points, de facon 
à former en tout une suite d,, à seuls points limites y et à, et telle 
que d,,, — d, soit inférieur à (4, — y)? et à (2 —d,,,)?. 

Nous avons observé (73) que si end, etd,,,, où les points figuratifs 
de F° seront notés D, et D,,,, nous remplacons F* par une fonction 
continue quelconque dont le point représentatif est dans le rectangle 
de diagonale D,D,,, et de côtés parallèles aux axes, si nous effec- 
tuons la même transformation de F” sur chacun des segments d,d,., 
et pour tous les intervalles contigus à l’ensemble fermé H, où nous ne 
modifions pas F?, nous obtenons une nouvelle fonction possédant en 
tout point de H la même dérivée que F*. Cette nouvelle fonction aura 
donc partout une dérivée si elle en possède une dans tout contigu à H. 

Entre d, et d,,,, nous plaçons à notre gré un ensemble parfait Q, (y, ¢) 
ayant pour extrémités d, et d,,,. Sur d,d,,, nous substituons à F” la 
fonction G[D,, Drs, Q,(y, 2)] (75) que nous désignons par 8,(Y, à). 
0, a son point figuratif dans le rectangle de diagonale D,D,,, et de côtés 
parallèles aux axes. 9, a, dans d,d,,,, une dérivée partout finie, nulle 
sur Q,(Y, à). Cette dérivée est encore nulle end, et d,,,, mais en ces 
derniers points, elle est seulement unilatérale et relative à l'intérieur 
de d,d,.,. La réunion des fonctions 9, définies sur des champs juxta- 
posés, nous donne une fonction (y, à) définie en tout point intérieur 
à y. Soit Q(y, à) la réunion des Q, (y, à) accrue de y et à. 

Q(Y, à) est un ensemble parfait en tout point duquel, sauf peut-être 
aux d,, en y et en a, 0(y, à) a une dérivée bilatérale nulle. Aux 
points d, nous avons remarqué que, sur d,_, d, et sur d,d,,,,9,-, et 9, 
ont la dérivée zéro pour les côtés respectifs droit et gauche. Donc zéro 
est encore en d, une dérivée bilatérale de 6(y, à). En y et à, la dérivée 
de 0(y, 5) existe et est égale à celle de F*. Quand un de ces points 
fait partie de K, cette dérivée y est encore nulle. 

Enfin, les variations de 9,(y, à) sur les contigus à Q,(Y, à), c’est- 
à-dire les variations de 9(y, à) sur les contigus à la portion de Q(y, à) 
limitée par d, et d,,,, sont toutes de mêmes signes, 9, étant unioscil- 
lante sur d,d,,,, et ont une somme égale à Ja variation de 9, entre d, 
et d,,,, puisque la variation de 0, sur Q, est nulle. 9, coincidant 
avec F? (K) aux points d, et d,,,, la série o des variations absolues 


‘de 0(y, à) sur les contigus à Q est infinie au voisinage de y et de à, en 
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même temps qu’en ces points la variation totale de F'(K) est non 
bornée dans yà. Si la variation totale de F*(K) dans yé est infinie en 
un seul de ces points, la série « diverge en ce même point, et si la 
variation totale de F*(K) est bornée sur 4, la série o est convergente 
et a une somme supérieure à la moitié de cette variation totale. 

Soit maintenant g la fonction égale à F!(K) sur H et à 0(Y, à) dans 
un contigu quelconque yé de H. La réunion des Q(y, à) et de H forme 
un ensemble Q fermé sans points isolés, donc parfait. g admet en tout 
point une dérivée Y, coincidant avec celle de F°(K) sur H, donc nulle 
sur K, et d’ailleurs nulle sur les Q(y, à), sauf éventuellement aux 
points y, à étrangers au noyau K, donc en tout, nulle sur Q sauf peut- 
être aux points d’un ensemble dénômbrable. Enfin, les variations 
absolues de g dans les contigus à Q forment une série divergente au 
voisinage de tous les points de H et de ceux-là seulement. II suffira donc 
que Q soit l’ensemble P, relatif à la dérivée d’une fonction coinci- 

dant avec g sur Q, pour que H et K soient respectivement les en- 
_ sembles IL, et P, de cette même dérivée. | . 

Observons que tout contigu à Q est contigu à un Q, (y, à) et que g 
y est par suite unioscillante. Donnons-nous arbitrairement le nombre 
ordinal & et ajoutons ag une fonction FY (Q). Soit fla somme obtenue 
et 9 sa dérivée. FY (Q) est doublement nulle sur Q, sa dérivée D (Q), 
nulle sur Q, finie partout, a pour ensemble de points de non-somma- 
bilité un certain ensemble H’ réductible à l’ordre u dans chaque 
contigu z de Q. Et, pour tout dérivé de H’ d’ordre inférieur à uw, les 
variations absolues de F£(Q) sur les contigus de ce dérivé font une 
série divergente au voisinage de tous les points du dérivé suivant. 
Comme, sur 7z, gest unioscillante, l’ensemble de non-sommabilité deo 
y coincide avec H’. Et les variations de f sur une suite d’intervalles 
intérieurs à 7, forment une série convergente ou divergente en même 
temps que les variations de F*(Q). | 

H'constitue l’ensemble II, relatif à ©. Q noyau de H’est l’ensemble P, 
de 9. Le calcul des totales de g dans les contigus à Q — P, néces- 
site, comme pour celles de ®(Q), l'emploi de la troisième opération 
une transfinité de fois d'ordre u. 

Sur Q —P,, fet g d'une part, leurs dérivées o et | d'autre part, 
coincident, F/(Q) étant doublement nul sur Q. Donc, d’une part, 
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l’ensemble IT, relatif à ¢ coincide avec H’ sur tout contigu £ à Q; donc, 
Q étant le noyau de H’, IL, est identique à H’, et P, à Q. D'autre part : 
1° } est nul sur Q, sauf peut-être dans l’ensemble dénombrable des 
points de H non agrégés à K ; par suite, sur son ensemble P,, o est 
sommable; 2° les variations absolues de / dans les contigus a P, 
ont, comme celles de g, une somme divergente au voisinage de tout 
point de H, qui est par suite l’ensemble II, de ©. Nous calculons par 
la seconde opération la totale de © sur chaque segment sans point 


commun avec H=IJI,, mais contenant des points de Q=P,. Puis, 


par application bilatérale de la troisième opération, nous avons la 
totale de + sur un contigu a II,. 

f coïncidant sur II, avec g et par suite avec F?(K), il nous faut, pour 
passer des totales sur les contigus à II, aux totales sur les contigus au 
noyau K = P, de H, appliquer la troisième opération une transfinité de 
fois d’ordre À. On a alors les totales de f sur les contigus à K. 

Ces dernières totales, égales aux variations de F*(K), fonction dou- 
blement nulle sur K, valent zéro. Elles forment une série absolument 
convergente, de même que 9, nul sur K— P,, est sommable sur P.. 
II, est nul. La variation de f entre deux points quelconques de K = P, 
s'obtient par la deuxième opération. C’est zéro. 


78. Observons que / est doublement nulle relativement à K, et 
en particulier au couple (a, b). Nous désignerons par f.(K, Q, A, 1) 
la fonction f ramenée au coefficient 1 de double nullité relativement 
à (a, b). La dérivée de f, est nulle sur le noyau Q (sauf éventuel- 
lement en une exception dénombrable de points de non-sommabilité 
de f; sur Q). K et Q contiennent a et b. Ajoutons à Q une fonction du 
type G(A, B, Q) déterminée par Q et par deux valeurs quelconques A, 
B, attribuées à G en a et b. La somme 4 f+ G = F,(K, Q, À, 4, A, B), 
partout dérivable, a sur Q une dérivée nulle, sauf éventuellement sur 


l'ensemble dénombrable des points de IH étrangers à K. De plus, 

(r— a)" (b—x) 
CPS 

point figuratif de F, est donc compris dans le rectangle obtenu en éle- 


A|f2| étant inférieur à 4 est moindre que (b — a)’. Le 


-vant et en abaissant de (b —a)*, respectivement les côtés supérieur 


et inférieur du rectangle de diagonale AB et de côtés parallèles aux 


- 
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axes. F, possède toutes les propriétés énumérées de /,, sauf la double 
nullité sur K, laquelle est remplacée par la faculté avantageuse de 
prendre en a et b deux valeurs quelconques, le point représentatif 
de F, restant de plus compris dans des limites remarquables. 

En résumé, la dérivée ®, de F, possède desensembles]Il,, P,, IL, Po. 
Elle est nulle sur P,, sauf en une exception dénombrable de points. 
P, est noyau et dérivé d'ordre p. de II,. P,, est le noyau et le dérivé 
d'ordre minimum A de IT,. 6 étant inférieur à y, les variations absolues 
de F, sur les contigus à II? ont une somme divergente aux points 
de I, Si 8’ est inférieur à À, les variations absolues de F, sur les 
contigus à I ont une somme divergente aux points de II?**. Enfin F, _ 
peut prendre en a et b des valeurs données, et la valeur de F, sur ab 
ne s'éloigne pas de l'intervalle de ces valeurs de plus de (b — a)°. 


79. Nous allons pareillement montrer la possibilité de définir sur 
un segment ab une fonction F,,-dont la dérivée ®,, partout existante et 
finie, possede des ensembles Ig, Pg jusqu'à un ordre donné d'avance « 
inclusivement, F, et ®, réalisant de plus les conditions suivantes : 


1° ®, est nulle sur P, sauf éventuellement en l’ensemble dénombrab!e 
(et clairsemé) constitué par la réunion des 113 — Pg, cette notation 
désignant l’agrégat des points de Ils étrangers à Pg. Donc, ®, est 
sommable sur P,, par suite aussi sur tous les Pg, et Ils, , est simplement 
l’ensemble des points de Pg au voisinage desquels les variations de F, 
(ou totales de ®,) sur les contigus à Pg, font une série non absolument 
convergente. : 

2° Ils est, dans chaque contigu à Ps, réductible à l’ordre A (8) suscep-. 
tble d'être donné pour chaque valeur de 8. (Cet ordre pourrait même 
changer d’un contigu à l’autre, mais nous devons borner la compli- 
cation de nos exemples.) De plus, /es variations de F, ou totales de ®, 
sur les contigus à Ili font une série non absolument conver gente au voisi- 
nage de tout point de H$*', quel que sott u. inférieur à (8). 

3° a et b appartiennent à P,, donc à Pg et à Ils, quel que soit @ infé- 

rieur à a. 


4° Fy peut prendre en a et b deux valeurs données d’avance p et q 
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représentées par deux points A, B, le point figuratif de F étant, soit 
dans le rectangle à côtés parallèles aux axes et de diagonale AB, soit 
au-dessus ou au-dessous de ce rectangle à une distance du côté le plus 
haut ou le plus bas mnférieure à (b — a)?. 


Éés fonctions F, = F*(K) 4 G(K, A, B)- (n% 72 et 75) et 
F, = F,(K, L, A, pu, A, B) (n° 78) remplissent respectivement, pour 
œ—1 el a= 2, les conditions imposées ci-dessus à F,. Supposons 
réalisées les fonctions F,, pour toutes les valeurs de «’ SONS oy 
et de la passons à la fonction Fy. 

Nous nous donnons à notre gré l’ensemble parfait K appelé à jouer le 
rôle de P,, et le nombre fini ou transfini A(«). Nous construisons une 
fonction F*(K) dont la dérivée &\#(K) admet un ensemble H de 
points de non-sommabilité, réductible à l’ordre A(«) dans tout contigu 
à K. Et la condition de la divergence, au voisinage de tout point 
de H#*', des variations de F*(K) sur les contigus à H¥, est vérifiée 
quel que soit u<A(a). Rappelons encore que F®(K) est dou- 
blement nulle sur K. Done, ®**(K) est nul sur H, sauf peut-être en 
l’ensemble dénombrable H — K. 

Dans chaque contigu yé à H, nous établissons, comme il a été dit 
pour la construction de F,, une division croissante d, tendant 
pour n= — x» vers y, pour ñ = + vers à, satisfaisant aux conditions 


dns — a, <(d,—y)? et < (9 — dys), 


et aussi à l'hypothèse fondamentale que les valeurs de F*” aux points d, . 
suffisent à déterminer, pour toute fonction continue coincidant avec FX 
en ces points, une variation totale infinie en tous les points de H. Alors 
pour toute valeur entière et positive de p, sur les intervalles d,d,.,, 
dd, nous remplaçons F. (K) par des fonctions F,, avec x’ =a—1, 

si « est de première espèce, avec «’=«,, lima,—a, si a est de 
deuxième espèce, ces fonctions F,, at en d., et d.,.,1es valeurs 
de F\#(K). Soit 6,(y,9) la fonction F,, ainsi définie sur d,d,,,, et 
soit f la fonction coincidant avec F%(K) sur H (et même aux 
points d,), et avec 0, (y, à), sur le segment d,d,,, de yô. D’après les 
propriétés des fonctions F,,, la courbe représentative de 0,(+, à) ne sort 
pas à une distance supérieure à (d,,,—d,) du rectangle de diago- 
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nale D,D,,,. Done f admet partout une dérivée 9, et celle-ci est égale 
à D® sur H. D'après la définition de f hors de H, f est doublement 
nulle sur K, et 9 admet pour ensembles Ils, Pg, quel que soit B 
inférieur à a, la réunion des mêmes ensembles relatifs aux dérivées 
des 0,(y; à), accrus de leurs points limites, c’est-à-dire accrus de H. 

Supposons « de première espèce. P,_, est constitué sur chaque 
d,,d,,, par un certain ensemble parfait K,(Y; à) contenant d= et dre 
P,_, est donc la réunion des K,(y, à) et de H. 

Etudions les variations w,-, de f sur les contigus à P,_,. II, étant 
nul pour 0, (y, à), qui est du type F,_,, les variations w,_, de f= 9,(y, 6) 
dans les contigus à K,(y, à) font une série absolument convergente. | 
De même, sur un segment o intérieur à 76, P,-, coincidant avec la 
réunion d’un nombre fini de K, (y, 6) et:favec un nombre fini de 4, (+, à) 
relatifs à des champs juxtaposés, sur ce segment a, la série ,—, est 
encore absolument convergente. Mais la somme des variations de 
0,(y, à) sur les contigus à K,(y, à) est égale a la variation +, de 
f= ny, 6) sur d,d,.,, puisque la variation de 6, sur K,(y, à) où 
9 = 0, est nulle. |»,| est donc au plus égal à (d,24,.,)|w,_,|, en 
désignant ainsi la somme des variations absolues de / sur les contigus 
à P,_,, situés entre d, et d,,,, donc sur les contigus à K,(Y, Ô). Or, 
f coincidant avec F®(K) en d,, ¢, est la variation de F\*(K) 
entre d, et d,,,. La série|¢,| diverge par hypothèse. Donc la série| w,_,|, 
convergente sur tout segment sans points communs avec H, diverge 
en tous les points de H, qui constitue par suite l’ensemble II, de 9. 

Le noyau K de H est l’ensemble P,. f coincidant avec MS sur H, 
o est nulle sur K. 

Supposons « de seconde espèce. Soit s un segment quelconque inté- 
- rieur à yd, les extrémités de o appartenant à des segments d,d,,, dont 
les indices ont pour plus grande valeur absolue un certain entier m. 
Les ensembles Ils, Pg relatifs à 9, coincidant sur chaque intervalle . 
dydy+, avec les ensembles de même indice relatifs à 0! (y: 2), les 
premiers ont des points, sur o, pour toutes les valeurs de 8 au plus 
égales? à 4m. Et, Sur 5, les Pg d’ indice § supérieur à ,, sont nuls. Donc, 
IL, n’a aucun point intérieur à yé. D'ailleurs H fait partie de tous les Pg 
pour B <a. Donc, d’après la défdition de II,, H coincide avec IL,. K, 

_ noyau de H, est P,. 


TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMABLES. 231 


Dans tous les cas, ¢ est nul sur P,. / est, comme F** (K), doublement 
nulle sur K, et en particulier relativement au couple (a, b). 

Pour passer de f à une fonction F, représentée en a et b par deux 
points A, B, il nous suffit d'ajouter à Cf, C étant une constante numé- 
rique choisie telle que Cj f|<(b—a)*, une fonction G(P,, A, B) 
unioscillante, à dérivée nulle sur l’ensemble P, relatif à o, et possédant 
pour points figuratifs extrêmes A et B. La somme Cf + G est une 
fonction F, remplissant avec sa dérivée ®, toutes les conditions 
exigées. En particulier, ®, est nul sur P, sauf en un ensemble dénom- 
brable de points 


(I, — P,) + (Il, P,) +...+ (IIg— Pg) +...+ (M, — Px). 


Et alors ®,, sommable sur P,, ne pourra cependant être totalisé que par 
une transfinité d’ordre « d’opérations du second type, deux d’entre 
elles, de rang $ et 8 +1, étant séparées par des opérations du troi- 
sième type en transfinité d’ordre À(B +1), variable avec $ sion le veut. 


80. Placons-nous maintenant au second point de vue. Réalisons des 
fonctions dérivées 9 possédant des ensembles Ig jusqu’à un ordre « 
donné d’avance, avec cette condition que Jes totales de 9 dans les 
contigus a Pg forment, pour chaque valeur de $, une série absolument 
convergente (nous les ferons toutes nulles), Il3,, étant donc exclusi- 
vement l’ensemble des points de Pg au voisinage desquels 9 est non 
sommable sur Pg. Donc, ayant calculé la totale de © (ou la variation 
d’une primitive f de 9) dans chaque contigu à Pg, nous obtenons 
simplement par une sommation besgienne sur Pg, la variation de f 
entre deux points quelconques de Pg dont le segment ne contient 
aucun point de Ils,,. 

Nous nous arrangerons en outre pour que les totales de ¢ dans les 
contigus a Il} fassent une série divergente au voisinage de tous les points 
de I$*', v. allant pour chaque valeur de B jusqu’à un ordre trans- 
fini À (8) fiwé librement d'avance. Des lors, à partir des variations de f 
sur les contigus à Ils, il nous faudra, pour avoir la variation de fentre 
les extrémités d’un même contigu à Ps, effectuer une transfinité de 
fois d'ordre À (B), la troisième opération des passages à la limite. 

Partons de la fonction F”’ (K) et de sa dérivée ©’ (K), dont l’ensemble Hl 
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de non-sommabilité a pour noyau K, sur lequel F” est doublement 
nulle (72).K et H ont pour extrémités a et b. Sur tout segment contigu 
à K, H est réductible d’ordre À”, le dérivé H” étant, sur ce même con- 
tigu, constitué par les extrémités de ce segment. Et les variations 
absolues de F"(K) sur les contigus à HF divergent au voisinage de 
tout point de H“+', quel que soit w inférieur à A’. 

Cela posé, nous remplaçons F(K) par une fonetion g, coincidant 
avec F” sur H et en des points suffisant à déterminer l’infinitude de la 
variation totale de F} au voisinage des points de H, g présentant de 
plus ce caractère, que sa dérivée Ÿ, partout existante et coincidant 
avec Ÿ sur H, ait des zéros partout denses entre les extrémités a et b 
de K (et de H). Comme +, Ÿ s’annule en tout point de K. D'autre part, 
sur tout segment, g a une variation bornée ou non en même temps 
que f. Donc l’ensemble de non-sommabilité de Ÿ est identique a H. La 
possibilité de déduire g de Fa été démontrée quelques pages plus 
haut (n° 76). 

Mais nous savons transformer le segment ab en un ensemble 
parfait R, par insertion d’une certaine infinité d’intervalles w, (2° Partie, 
n°10) en des points a, partout denses sur ab, choisis à notre gré dans 
le résiduel des points de continuité de 4. Nous prendrons tous les a, 
hors de H. L’ensemble R, formé des points non intérieurs a ces inter- 
valles, possède pour mesure 5 — a et est ainsi disposé que, si Z est la 
longueur de R entre son extrémité gauche « et un point variable x, 


moyennant 
| G(æ)=g(a +0), 


G est partout dérivable, et l’on a 
G'(r)=g'(a+l)=4(a+ 0). 


Dans les contigus à R, G est constante, la valeur correspondante 
de a+ {est l’abscisse sur ab d’un zéro de g’—%, ce qui est con- 
forme à la nullité de G’ dans ce contigu. Il y a correspondance directe 
et inverse, uniforme et croissante, entre les points de R et ceux de ab, 
sauf pour une infinité dénombrable de points de ad, savoir les points a, 
où ont été insérés les intervalles u,, et auxquels correspondent indif- 
féremment, sur R, les deux extrémités de Tide 
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Les a, étant étrangers à H, tous les points de H ont sur R des homo- 
logues bien déterminés, points de seconde espèce de R, formant un 
ensemble fermé H’. L’homologue de K est le noyau K’ de H’. Deux 
ensembles correspondants, sur R et sur ab, ont méme mesure, indé- 

_pendante de la détermination précise du premier, puisque l’ambiguité 

de celui-ci n’affecte que des points en infinité dénombrable, sans 
influence sur la mesure. Comme, aux points homologues de R et 
de ab, les fonctions g et G prennent les mémes valeurs, ainsi que 
leurs dérivées, ces dernières seront en même temps sommables ou non, 
sur deux ensembles homologues. 

Sur tout segment sans points communs avec H, }(a+/) est 
sommable. Il en est donc de même sur l’ensemble homologue, constitué 
par une portion de R. Mais sur une portion de R contenant à son 
intérieur un point de H’, G’(a) ne peut pas être sommable, car à 
cette portion correspond, sur ab, un segment contenant un point de H, 
et sur lequel Ÿ est non sommable. Donc, H’ est l’ensemble des points 
de non-sommabilité de G’ surR. 

La variation # de G sur R entre deux points quelconques est égale 
à la variation linéaire de G entre ces deux points, puisque les variations 
de G sur tous les contigus à R sont nulles. # sera donc la variation de g 
entre les points correspondants de ab. 

Observons enfin que la distance de deux points x étant supérieure 
à celle des deux points a+/ correspondants (l’excés est égal a la 
somme des contigus à R compris entre les deux points x), G est dou- 
blement nulle relativement à K’, puisque F'(K) et g le sont relati- 
vement à K. 

_ Ajoutons à Gune fonction F* (R) (n°72). Soit f leur somme. faune 
dérivée, puisqu'il en est ainsi de G et de FY’. F* est doublement nulle 
sur R, f coincide donc avec G sur R. Dans un contigu à R, f ne diffère 
de F*(R) que par une constante additive. 9, dérivée de f, coincide avec G’ 
sur R, et avec ®*(R) hors de R. L’ensemble des points de non-som- 
mabilité de ®(R) est un ensemble H, de noyau R et réductible d’ordred’ 
dans chaque contigu à R. Les points de H, non agrégés à R, donc 
intérieurs à un contigu à R, sont des points de non-sommabilité 
pour 9, qui coincide dans ce contigu avec D}. Donc, l’ensemble I, 
relatif à ©, contient tous les points de H, étrangers à R, puis les points 
Ann. fie. Norm., (3), XXXIV. — AOUT 1917. 30 
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limites des précédents, donc R en plus; en résumé II, coincide avec H, 
et P, avec R. 

Sur un contigu aR, / ne diffère de F}' que par une constante addi- 
tive. Pour calculer la totale de © sur les contigus à P, = R, a me 
des totales de © sur les contigus à H,, il nous RE comme pour 0, 
appliquer une transfinité de fois d’ordre À’ la troisième DER 
G étant constante sur ces contigus et F,'(R) étant doublement nul 
sur R, la totale de 9 dans les contigus à R sera trouvée égale à zéro. | 

R constitue P,. Dans les contigus à P,, les totales de 9 forment une 
série absolument convergente, puisque tous les termes en sont nuls. 
II, sera donc, s’il existe, l’ensemble des points de non-sommabilité 
de 9 sur R. Mais sur R, 9 coïncide avec G’. II, est done H’, et P, noyau 
de II, est K’. 

Nous avons la totale de © sur un segment sans points communs 
avec H'=JI,, par la sommation besgienne de + sur la portion 
de R= P, située sur ce segment. © coincidant avec G’ sur R, et G’ 
étant nul hors de R, nous trouvons pour résultat la variation de G sur 
le segment 7, ou celle de g sur le segment homologue de ab. Nous 
obtenons alors par un passage à la limite, la totale de 9 sur un inter- 
valle contigu à H’= IL, égale à la variation de g sur le contigu homo- 
logue à H, donc à la variation de F*"(K) sur ce dernier nical 

Pour passer à la totale de 9 sur (es contigus à K’= P,, nous devons 
done effectuer les mémes opérations que pour passer des totales de 
®’'(K) trouvées sur les contigus à H, aux totales de cette même fonc- 
tion sur les contigus à K. Ceci nécessite l'emploi de la troisième 
opération, une transfinité de fois d'ordre À”. 

Les totales de 9 calculées sur les contigus à K’= P, sont trouvées 
nulles. 9 étant nul sur K’, le calcul ao est achevé. II, et P, sont 
inexistants. 


81. Rappelons que j est doublement nul sur K, donc a fortiori, 
relativement au couple des points extrèmes de K. On peut rendre égal 
à un le coefficient de nullité de f. Soit G,(a, b) la fonction Re 
Conservant toutes les notations de la page 232, nous disposons une 
fonction G,(w) sur chacun des contigus u à R, et définissons une fonc- 
tion f égale à G sur R, et à G,(u)+ G sur u, où G est constant. La 
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dérivée © de f admettra R dans son ensemble P,, donc possédera H’ 
et K’ pour ensembles IL, et P,. Dans les contigus aux ensembles P, et 
P, de 9, qui sont tous des contigus aux P, et P, relatifs aux Cu 
J a, comme les G,, une variation nulle. 

II, est uniquement l’ensemble des points de P, où la dérivée 9 de / 
est non sommable sur P,, comme II, est l’ensemble des points de non- 
sommabilité de © sur P,. 

De plus, pour passer des totales de © sur les contigus à II,, I, 
ou II,, respectivement aux totales de © sur les contigus à P,, P, ou P,, 
il faut employer la troisième opération des transfinités de fois À,, 
A, ou À,, qu’il est entièrement loisible de choisir d'avance. 

Supposons généralement définie sur ab, pour toutes les valeurs de v 
inférieures à un nombre x donné, une fonction g,(a, 6) dont la 
dérivée 4, (a, b) possède des ensembles Ils, Pg pour tous les indices au 
plus égaux à v, avec ces conditions que : 1° da variation de g, dans 
tout contigu à Pg, est nulle, donc Ilg,, est uniquement l'ensemble des 
points de Pg où Ÿ, n’est pas sommable; 2° les extrémités de P, coincident 
avec a et b, et g, est doublement nulle de coefficient 1 relativement a P,; 
3° les totales de %, sur les contigus à Il, une fois calculées, il faut, 
pour passer aux totales de 4, sur les contigus à Pg, employer (68, 72) 
une transfinité de fois d’ordre \(G) la troisième opération, \( 8) pouvant 
être choisi à volonté pour toutes les valeurs de 6 au plus égales à v. 

Passons maintenant à g,. Nous considérons la fonction G construite 
à la page 232 pour la valeur particulière A” = A(«). 

Si « est de premiere espèce, sur chaque intervalle w contigu à R, nous 
construisons une fonction g,_,(u). Une fonction égale à G sur R, et à 
G+g,_,(u) sur u, est, à un facteur numérique pres supérieur à ;, une 
fonction gy. | : 

Si a est de deuxième espèce, soit «, une suite tendant vers «. Nous 
placons sur w une fonction g, (u), p étant choisi égal à la valeur, à une 
unité près, de l’inverse de la distance de wa H’. De cette façon, les 
indices «, utilisés sont en nombre fini au voisinage de tout point de R 
étranger aH’ (la dérivée de G est sommable autour d’un tel point), et 
en infinité au voisinage de tout point de H’. g, égal à G sur R et 
à g4,(u)+G sur wu, possède visiblement une dérivée Ÿ; et les 
ensembles II, ou Pg, relatifs à Ÿ pour les diverses valeurs de f infé- 
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rieures à æ, ont en commun les points de H’ et ceux-là seulement. 
H’ est donc IL, et K’=P,. Le lecteur s’assurera sans peine que la 
fonction g est, à un coefficient numérique près, une fonction g, sur le 
segment ab des points extrémes de K. 


82. Nous avons donc obtenu séparément des fonctions dérivées 9 
admettant des ensembles caractéristiques Ils, Pg jusqu’à un ordre 
transfini loisiblement donné «; 9 étant, dans le premier cas, sommable 
sur P, et par suite sur Pg quel que soit <<, mais ayant sur les con- 
tigus à P4 des totales dont la série des valeurs absolues n’est point 
convergente, Il3,, étant l’ensemble de leurs points de divergence. 
Dans le second cas, les totales de © sur les contigus à Pg forment 
toujours une série absolument convergente, mais 9 est non soramable 
sur Pg, précisément au voisinage des points de Ils... | 

On déduira sans peine de là des fonctions ¢ pour lesquelles les point 
de IIg,, seront agrégés à ce dernier ensemble pour une seule des deux 
causes ci-dessus, tantôt l’une, tantôt l’autre, ou pour les deux simul- 
tanément, les modalités de la détermination des II, étant assignables 
à volonté d'avance (voir la note de la page 207). On aura de plus, 
pour chaque valeur de §, la faculté de choisir l’ordre A(B) de la 
transfinité d’opérations.du troisième type, nécessaires pour passer 
des totales de 9 sur les contigus à Ils aux totales de © sur les 
contigus à Pg. 

Je n’insiste pas davantage sur la réalisation de ces fonctions 9, des 
explications complètes exigeant une profusion de détails, beaucoup 
plus faite pour obscurcir le sujet que pour en éclairer les conclusions, 
dont la vérité ne saurait faire de doute, après les exemples construits 
dans les deux cas fondamentaux étudiés. En résumé, la recherche des 
fonctions primitives, principale application du calcul totalisant, ne 
comporte, pour l’ensemble des dérivées servant de données à ce calcul, 
aucune limitation possible aux ordres transfinis jusqu'où les opérations 
doivent être répétées, d’après la théorie générale de la totalisation. 
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L’EQUATION VI DE M. PAINLEVE 


DANS LE VOISINAGE DE SES SINGULARITES TRANSCENDANTES, 


Par M. Rents GARNIER. 


INTRODUCTION. 


1. Dans un Mémoire des Acta mathematica ('), M. Painlevé s’était 
proposé d’énumérer toutes les équations différentielles du second 
ordre, de la forme 


(a) MSRM 2,6) 


(R rationnel en A’, algébrique en A, analytique en 2), dont l’intégrale 
générale a ses points critiques fixes. La profonde méthode qu’il décou- 
vrit pour résoudre ce problème, et qu’il développa dans le Bulletin de 
la Société mathématique (?), permettait de former explicitement toutes 
les équations (x). Mais, par suite d’une omission accidentelle dans 
l'application de cette méthode, il arriva que les tableaux d’équa- 
tions (x) publiés dans les Acta présentèrent des lacunes; et ce fut 


M. Gambier (*) qui compléta ces tableaux après de nouveaux calculs 


fondés sur la méthode même de M. Painlevé. En définitive, toutes ces 
recherches aboutirent à la conclusion suivante : ou bien (x) s'intègre 


(1) Acta math., t. XXV, 1902, p. 1-86. 

(2) Bull. Soc. math., t. XXVUDI, 1900, p. 201-261. 

(3) Acta math., t. XXXII, 1910, p. 1-55. — C'est précisément au cours de ces 
recherches que M. Gambier découvrit l'équation (VI) (C. R., t. 148, 1906, p. 741); 
bientôt après, M. Painlevé démontrait que son intégrale générale est méromorphe et lui 
assignait le rang qu’elle occupe dans le tableau (T) dont il est question plus loin. Coin- 
cidence curieuse, peu de temps avant, M. Richard Fuchs l’avait rencontrée en cherchant 
à expliciter les conditions pour que le groupe Ey, soit constant (voir ci-dessous). 
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par une combinaison de fonctions classiques, ou bien son intégrale 
est irréductible à ces fonctions; et, dans ce dernier cas, («) peut être. 
ramenée algébriquement à l’une des six équations d’un tableau (T). 
La première est l’équation 

(1) VENTE. 


étudiée par M. Painlevé (') et par M. P. Boutroux dans son Mémoire 
couronné (*); la dernière est l’équation 


ry) yee RU ear os 4 
Ar = (++) G+: rs)? 
ÀA(A—1) (A—2) res 1\ é—: ae 
EE [atoretari—(a+7)s } (0+ 7) qa (A—t)* 


(a, b, c, d constantes), qui fait l’objet du présent Mémoire. 

Or l'équation (VI) possède deux propriétés remarquables qui lui 
assignent une place prépondérante parmi les équations de (T). D'une 
part, M. Painlevé a montré (*) que, par des transformations linéaires 
et des passages à la limite, on peut /a faire dégénérer en l’une quel- 
conque des cing autres équations de (T); il est donc clair que tout pro- 
grès apporté à la théorie de l'équation (VI) aura une répercussion sur 
les cinq autres équations. 

Et, d’autre part, l’équation (VI) joue aussi un rôle important dans 
la théorie des équations linéaires. En effet, proposons-nous de choisir 
les coefficients de l’équation 


+ 


Lay a b eee a 
A+ (2@—t)? | x(@—1) 


a 
are erie 2) di oe—1)(e = 


COR Aie 


de telle sorte que son groupe de monodromie soit un groupe donné : 


LLL 


(1) Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 227-252. 

(2) Ann. se. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXX, 1913, p. 255-375, et t XXXI, 1914, 
P- 99-159. 

(8) C. R. Acad. Se., t. 143, 1906, p.1111.— C’est en s'appuyant sur cette propriété que 
M. Painlevé a montré que, pour a, b, c, d choisis arbitrairement, ( VI) est irréductible au 
sens le plus rigoureux du terme, celui de M. J. Drach. 
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c'est ce qu’on appelle le problème de Riemann pour (Eu). Pour le 
résoudre, il faut d’abord exprimer que le groupe de (Eu) est indépen- 
dant de 2: or cette condition exige précisément que À vérifie par rap- 
port à ¢ une équation (VI) [où a, b, c, d ont les mêmes valeurs que 
dans (Ey:)]; quant à « et 8 ce seront des polynomes en 2’, à coefficients 
rationnels en À et £. 

- Or, que sait-on sur l'intégrale générale de (VI)? M. Painlevé a 
montré qu'elle est méromorphe dans tout le plan ¢, sauf aux trois 
points ¢=0, 1, æ, qui sont des singularités non algébriques. Que 
devient l’intégrale au voisinage de ces trois points? D’après ce qui 
précède, on conçoit l'intérêt qui s'attache à une telle étude, qui sim- 
plifiera sûrement l’étude analogue des autres transcendantes nouvelles 
de M. Painlevé, et constituera notamment une voie nouvelle pour 
retrouver les beaux résultats de M. P. Boutroux; et, d’autre part, on 
peut établir que lasolution du problème de Riemann pour (En) est liée 
intimement à l'étude précédente ('). 

Mais l’irréductibilité de (VI) et l’exemple des équations du premier 
ordre laissent entrevoir toute la difficulté du problème qui consiste à 
étudier l'intégrale générale de (VI) dans le voisinage de ses singula- 
rités transcendantes. En fait, cette question n’avait reçu jusqu'ici 
aucune réponse valable ; à vrai dire, M. Richard Fuchs l’a bien abordée 
dans un Mémoire des Mathematische Annalen (?); mais, comme je le 
montrerai à la fin de ce travail, sa méthode est sans valeur, et ses con- 
clusions, complètement inexactes. Or, c’est précisément ce problème 
qui constitue l’objet du Mémoire actuel. 


2. Je yais indiquer brièvement la disposition générale et les résul- 
tats principaux de ce Mémoire. Tout d’abord, les points 0, 1, «© jouant 
un rôle équivalent, on peut se borner à étudier le premier. Soient donc ¢, 
une quantité de module <1 et n un nombre positif arbitrairement 
petit. Posons ¢ = t,e" et envisageons la région indéfinie (a) du plan T 


- . | “a T 3m 
dont les points ont leurs arguments y compris entre = + y et — 43 


modifiant légèrement une dénomination de M. P. Boutroux, j'appelle 


(1) Comptes rendus, t. 163, 1916, p- 198. | 
(2) Math. Ann., t. LXXV, 1914. 
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caractéristique de (VI) toute branche d’intégrale suivie le long d'un 
rayon rectiligne de (a). Ceci pose, le présent travail est de en 
quatre Parties, dont les trois premières correspondent respectivement 
aux trois étapes successives suivantes de notre problème : 


1° Construction de caractéristiques vérifiant (VI); 

2° Démonstration du fait que les caractéristiques obtenues sont 
les seules possibles ; 

3° Représentation d’une intégrale dans(&) (*) au moyen de caracté- 
ristiques convenablement associées. 


Enfin, une quatrième Partie est consacrée à l’étude de deux cas par- 
ticuliers remarquables, ainsi qu’à l'examen du travail de M. Richard 


‘Fuchs. 
Résumons maintenant les résultats de ces différentes Parties. 


3. Les caractéristiques obtenues dans la première Partie ont été 
construites au moyen d’une méthode dont on aperçoit une fois de plus 
la généralité et la puissance : celle des approximations successives de 
M. Émile Picard. Ces caractéristiques sont de deux espèces ; les théo- 
ries des deux espèces étant identiques, j’insisterai surtout sur celles 
de la première espèce. Pour les définir, je remplace (VI) M le sys- 
tème - 


&(@—1)22” ner 4b+t 4e 4d+2 ha 
a) FO aaa ue +i Een PSN ARE REP RS Ve TE ET 
(A—t)a'=— (A—t)a — 2¢4(2—1), 


dont toutes les intégrales A(z) (non constantes) appartiennent à (VI). 
Soit alors w un nombre réel, non négatif et inférieur à 1; proposons-nous 
de choisir dans (&), un rayon OA, tel que, pour la caractéristique A(2), 

prolongée indéfiniment sur OA, |¢?A~'| reste borné (?) et « tende vers 
la valeur bornée «,, tandis qu'en 4,, À prenne la valeur Ay( 0); une 
telle caractéristique sera dite de première espèce. Pour la construire, je 


(1) D'ailleurs, on peut montrer Fes caractéristiques définies dicho ce travail convergent 
(pour | to] assez pelit) dans tout le demi-plan R(T) <0. 
(*) Supérieurement, et (pour w 4 o) inférieurement. 


où nés dt” 2 Me Ae ek, eg 
* « 
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pose 
=ha+he+1— hay 
et 


P(A) =4(a+ 6+e4+ d+1)d(A—1) + (4b +1) — 82(A—1). 


Le trinome P(A) que l’on vient d’introduire constitue le pivot de 
toute la discussion; supposons d’abord qu'il ne possède aucune racine 
double (coincidant avec A,) et qu’il ne soit pas identiquement nul; 
nous pourrons faire alors la transformation 


À =f dh 
OG AVP(A) 


tpl sat EF (pe, A— a, b), 
a= 29(p, t) + du, £), 


qui donne à (r) la forme 


(2) 


où F, © et Ÿ sont holomorphes en u, « — a, et ¢ lorsque ces variables 
satisfont à diverses conditions; de plus, |F| est très petit avec |7} 
et|% — a |. Des lors, il est tout indiqué d’essayer les approximations 
successives que voici : 


t 
Ly = lor = 
: È ty 
et 
tl 
tines Oo f Lotr (ns €) + U(r, ¢)] de, 
(3) d ÿ 
~ = 
[pas == [ [x ook (Un An+1— ho, Ë )] ap 
e do 


olin = 0, 1, …, et où les intégrales sont prises le long de la spirale 
du plan (2) qui correspond au rayon OA de (T). Effectivement, ces 
approximations convergent uniformément vers un couple d’intégrales 
de (2), lorsque, [4,| étant suffisamment petit, T appartient à un sec- 
teur S de Sek il faut pourtant exclure de S une infinité de petits 
cercles (y), égaux, équidistants et s’éloignant dans une direction 


bien déterminée ; à l’intérieur des (Yx), |P(A)| est très petit, et P on 
doit étudier l’intégrale par une méthode différente. 

Ce qui précède TE à faire prévoir que la démonstration de la con- 
vergence des approximations précédentes exige une discussion préli- 
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tiellement de la nature même des choses, et non du choix de la 
méthode employée. Aussi bien, lorsqu'on fait varier les conditions ini- 
tiales de telle sorte que le discriminant de P(A) tende vers zéro, s tend 


vers une des valeurs 
c—+Va(a+b+c+d+1) EV4b +1; 


les cercles (ro) commencent alors par se souder et par former une 
bande indéfinie 1», de largeur sans cesse croissante, à l’intérieur de 
laquelle les Pt an (3) ne sont plus valables. A la limite, 
on as =a; P(A) possède une racine double À et v5 s’est transformée 
en un secteur & où la représentation de l’intégrale (2) exige des déve- 
loppements bien différents des premiers, et où A(z) a une tout autre 
allure que dans S. 

Les caractéristiques qui représentent alors A(z) sont dites de la 
première espèce, du type exceptionnel et de la premiere sorte; elles se 
définissent de la facon suivante. Posons À = À + y; v vérifiera une 
équation de la forme | 


4 BYE ty’ — atv av? + atv + al? o, LV + ast 
1 b) 


où les coefficients du second membre sont des fonctions de ¢ et v holo- 
morphes pour |¢| et |v| assez petits. Ceci posé, en s’appuyant sur la 
formule qui donne l’intégrale d’une équation linéaire, non homogène, 
du second ordre, on peut encore intégrer (4) par approximations suc- 
cessives. 

Les caractéristiques ainsi obtenues dépendent d’une constante arbi- 
traire, et, si]o|n’est pas entier, l'une d’entre elles est holomorphe 
pour 4—0; |o| pouvant prendre deux valeurs, on en déduit que 
l'équation (VI) possède, en général, deux intégrales A,(t), A,(t), 
holomorphes pour ¢ = 0. Lorsqu'une des valeurs de|c| est entière (ce 
qui entraine une relation entre a, b, c,d), (VI) possède une infinité 
continue d’intégrales holomorphes en ¢ et loge; et même, si a, b, c, d 
satisfont à une seconde relation, les intégrales de cette famille sont 
toutes holomorphes pour ¢ = o. 


Enfin, dans le cas où P(A) est identiquement nul (‘), te caractéris- 
i a a LR LP, © 2e Ce 


(1) Ge qui ne peut avoir lieu que pour des équations (VI) de forme spéciale. 


à 
minaire assez longue et dont la complexité provient d’ailleurs essen- 
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tiques qui représentent l’intégrale s’obtiennent par des développe- 
ments analogues à ceux du cas précédent (s = 5); elles sont dites de 
la première espèce, du type exceptionnel, et de la deuxième sorte: on 
démontre d’ailleurs qu’elles sont holomorphes à l’origine, où elles 
prennent une valeur arbitraire ('). 

Une théorie exactement pareille permet de construire pour (VI) des 
caractéristiques de deuxième espèce (du type général ou du type 
exceptionnel) ; donnons seulement leur définition. Posons 

À 3 x t(¢—1) 21 —1 


A= et pe a à 5 


à toute caractéristique de deuxième espèce correspond un nombre 
« » (0= w <1) tel que, ¢ tendant HS zéro, | 9 | reste borné (*), 


et à tende vers une limite finie do: enfin, pour 4—4,, on doit 
avoir À = À,(£ æ)(*). 


4. La seconde Partie de ce Mémoire a pour but d'établir qu’. 
N'EXISTE POUR (VI) AUCUNE AUTRE CARACTÉRISTIQUE QUE CELLES DE LA PRE- 


MÈRE Partie. La démonstration de ce fait essentiel est délicate; je 


résumerai rapidement la méthode qui y conduit. 

Soit A(z) une intégrale quelconque de (VI); j’établis d’abord ce 
résultat : il existe un chemin analytique ¢, tendant vers zéro, et de 
longueur finie, tel que, sur ¢, on puisse toujours trouver des points ¢,, 


arbitrairement voisins de zéro, et pour lesquels |æ| et |¢?A~'| (ou | a | 


(1) La théorie des caractéristiques exceptionnelles aurait pu être établie aussi au moyen 
des méthodes de Briot et Bouquet; mais, pour plusieurs raisons, notamment pour pré- 
parer la voie aux développements de la deuxième Partie, il est préférable d'employer les 
méthodes précédentes. 


(2) Supérieurement, et ( pour 5 ZZ où inférieurement. 

(8) Lanalogie qui existe entre les théories des caractéristiques de première et de 
deuxième espèce est à ce point profonde qu’à tout résultat obtenu dans une des théories 
correspond un résultat corrélatif dans l’autre théorie; il y a là une loi de dualité 
remarquable, et tout à fait analogue à celle que l’on rencontre à propos des coordonnées 
ponctuelles et tangentielles. On en verra un Sr PES dans l'exposé du n°51, et l’on sai- 
sira toute la signification de cet exemple quand j'aurai dit que tous les résultats de ce 
Mémoire sont susceptibles. d’être énoncés dans la forme dualistique adoptée au n° 51 
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et ran |) prennent des valeurs bornées. Supposons alors que œ (ou a) 
ne tende pas vers une valeur exceptionnelle, correspondant à s= 5 


* 

ag Ou dax : . F 

(ou ace a); en calculant ——- (ou —— } par approximations succes- 
da 


0% 
, 0 


sives et en observant que, quel que soit A(¢;), cette dérivée est arbi- 
trairement voisine de 1 pour |¢,| assez petit, je démontre qu'il est pos- 
sible de construire une caractéristique de première (ou deuxième) 


espèce, prenant en ¢; les valeurs À;, %; (ou ve a), et, par suite, coin- 
cidant avec la proposée. ; | 
Jusqu'ici, et comme il était aisé à prévoir, la méthode reproduit 
dans ses grandes lignes (quoique avec certaines complications) la 
méthode employée par M. Painlevé pour étudier toutes les intégrales 
de (VI) dans le voisinage d’un point ¢,(0, 1, ©). Par contre, si 


ih intégrale A(t) est telle que a (ou a) tende vers une valeur exception- 
nelle, la méthode de M. Painlevé (même transformée) devient complete- 
ment inapplicable. Les méthodes qui doivent lui être substituées sont 
bien différentes, suivant que « tend vers une valeur exceptionnelle de 
la première sorte ou de la deuxième sorte. Dans le premier cas, par 
exemple, toute la difficulté revient à prouver que ¢°(A—A,) 
et '-S(N\ — A‘) restent bornés sur £ dans le voisinage de l'origine. On 
y parvient en s'appuyant sur un système d'équations intégrales vérifiées 
par x et \', et sur un théorème général relatif à deux fonctions conti- 
nues dont l’une cst croissante (n° 38); on prouve ainsi qu'il existe 
dans le voisinage de zéro une infinité de points pour lesquels les expres- 
sions précédentes sont bornées' (n° 39-41), et l’on démontre ensuite 
que cette propriété est vérifiée arbitrairement près de zéro. 


* 


5. Ainsi done, en vertu des résultats de la deuxième Partie, les 
caractéristiques obtenues dans la première Partie doivent nous per- 
mettre de faire l’étude de l'intégrale A(t) dans toute la région (a); 
c'est précisément cette étude qui constitue l’objet de la troisième 
Partie. 

Je commence d’abord par faire la description de A(¢) à l'intérieur 
du secteur S du n° 3. On pourrait la résumer d’un mot en disant que, 


td LÉ eee 
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dans S, A(¢) est asymptote (a sens de M. Pierre Boutroux) à une 
intégrale de l'équation @?4?=*P(A). L'assertion précédente se 
trouve d’ailleurs parfaitement po par le théorème suivant : 
l’intérieur de S, l'équation #2! — So <1) admet pour 
toute valeur de k, finie et non nulle, une rie infintté de solutions ; 
chacune des deux suites s’éloigne dims une direction bien déterminée 
de S, les intervalles des racines tendant vers une quantité indépen- 
dante de #. Ainsi, dans S, le point T= + est une singularité essentielle 
de l'intégrale. 

L'étude de A(¢) une fois achevée dans $, il faut la prolonger à 
travers toute la région (a); or le prolongement analytique de A(t) 
résulte aussitôt de la remarque que voici : toute intégrale qui, sur un 
rayon OA de (&) peut étre représentée par une caractéristique de première 
espèce (et du type général), C,, peut ausst être représentée sur OA par une 
caractéristique de deuxième espèce, C, (du moins quand le nombre w 
correspondant à C n’est pas nul); mais les secteurs où convergent les 
développements qui représentent C, et C, ne sont pas niques ils 
présentent un secteur commun et débordent l’un et l’autre des deux 
côtés de ce secteur. Pour représenter A(z) dans (&), on est ainsi con- 
duit à subdiviser(&) en un certain nombre de secteurs adjacents, S,,(‘),. 
renfermant des caractéristiques de première espèce, et reliés mutuel- 
lement par d’autres secteurs S,,,,, dits adhérents aux premiers, et 
renfermant des caractéristiques de deuxième espèce. L’exposé détaillé 
des résultats obtenus à ce sujet forme l’objet du n° 51; bornons-nous 
ici à l'énoncé suivant : 


4 

Appelons s(¢) l’une des deux expressions (4a + 4c + 1— 4a)’; 
lorsqu’on s’éloigne indéfiniment sur un rayon OA de (A) non paral- 
léle à la frontière de deux secteurs de première espèce adjacents, s(Z) 
tend vers une limite, variable avec le secteur qui contient OA; cette 
limite, constante dans tout un secteur, varie brusquement de deux unités 
quand on passe de ce secteur à l’un des deux secteurs (de première 
espèce) qui lui sont ss Il y a là une propriété-limite exacte qui, 


(1) Le secteur So, obtenu pour n= 0, coincide d'ailleurs avec le secteur S primiti- 
vement envisagé. 
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je le montrerai ailleurs, tire sa véritable signification du probléme de 
Riemann. 


Les résultats précédents subissent différentes modifications lors- 
qu’on attribue certaines valeurs particulières aux conditions initiales ; 
ainsi, lorsque s est réel ou égal à l’une des valeurs exceptionnelles a, 
l'intégrale À (4) admettra dans toute la région (A), ou seulement dans 
un secteur (exceptionnel) de (&), le point T= + comme singularité 
transcendante (et non plus essentielle); une représentation géomé- 
trique simplifie l'examen de ces modifications. J'ajouterai d’ailleurs 
qu'une discussion fondée sur l’étude des approximations successives 
qui fournissent les caractéristiques, met à l’abri de toute objection 
tous les résultats concernant la variation continue de A(¢) par rap- 
port aux conditions initiales (vow notamment le n° 54). | 

Enfin, la troisième Partie se termine par la démonstration d’un 
théorème qui trouvera son application dans la résolution du problème 
de Riemann; dans l’énoncé de ce théorème, j’introduis la notion 
de paramètre d'une branche d’intégrale de (V1) dans le voisinage d’un 
point singulier : j'appelle ainsi un nombre € tel que les diverses déter- 


ER lo : : ai teas é 
minations de LES reproduisent l’ensemble des valeurs limites de s(2) 


[et s()] énoncées plus haut. Je montrerai dans un autre travail que 
la notion précédente joue un rôle essentiel dans l’étude de l'intégrale 
générale de (VI) à travers tout le plan (2). 


6. Parmi les résultats de la quatrième Partie, je citerai deux véri- 
fications de la théorie précédente, l’une relative à un cas de réducti- 
bilité connu, où (VI) est vérifiée par toutes les solutions d’une équation 
de Riccati (du type hypergéométrique); l’autre se rattache à la théorie 
des fonctions elliptiques. Appelons o(u,t) la fonction doublement 
périodique de x qui satisfait à l'équation 9° = 49(9 — 1)(¢ — +), 
et soit w,(4), w,(4) un couple de périodes primitives ¢; l'équation (VI) 
obtenue (') en prenant «a = b = c = d = — : admet précisément pour 
SRE Sra eee Re RO NNT SAIL SP A 


~ (1) Cette équation ne diffère pas essentiellement de celle que M. Émile Picard a indiquée 
dans son Mémoire couronné (Journal de Liouville, 4° série, t. V, 1889, p. 298-300). 
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intégrale À = 9(A,o,+ À,w,, t) où A, et A, sont deux constantes 
arbitraires. La théorie des fonctions elliptiques fournit alors, sur cet 
exemple, une vérification directe et complète de notre étude. 

Dans un travail ultérieur, j’indiquerai comment les résultats de ce 
Mémoire (*) permettent de résoudre le probleme de Riemann pour 
l’équation (E,,). Afin de traiter le problème analogue pour une équation 
(régulière) quelconque du second ordre, il faudrait étendre aux sys- 

temes différentiels d’ordre 27, qui généralisent (VI), et que j’ai intro- 
_ duits dans ma Thèse, les méthodes et les résultats du présent travail. 
Une telle généralisation présentera sans doute plus d’une difficulté, 
comme il advient souvent lorsqu'on passe du cas des fonctions d’une 
variable à celui des fonctions de plusieurs variables; mais sa possibi- 
lité me paraît hors de doute : ainsi, j’ai déjà obtenu pour ces systèmes 
les solutions qu'il faudra adopter au début des approximations suc- 
cessives. 


: PREMIERE PARTIE. 


7. Considérons l'équation différentielle (?) 


= ate Sof I I : I eee aes oe 
ae Wait et py) (G+ 1) 
2A(À—1)(À—t) 
t?(¢ —1)? 


x [e+b+e+a+ (a + Eel? ae aa Go i 


ses intégrales sont méromorphes pour toute valeur de 4, sauf pour 

(=o, 1, ; nous allons étudier les intégrales de (VI) au voisinage de 
POLE: a : 

l’une de ces trois singularités. Remarquons d’abord que nous pouvons 

nous borner à l'étude d’un seul point singulier, soit ¢ = 0; en effet, la 

ee ee 

(1) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été publiés aux Comptes rendus, 


t. 162, 1916, p. 939; t 163, 1916, p. 8 et 118. Re | 
(2) Dans tout ce Mémoire, les accents indiquent des différentiations par rapport à la 


variable indépendante ¢. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — Aour 197. 32 
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transformation AA 
t|i—t, Àfi1—2à, alb, bla, 
qui permute les points o et r, change (VI) en elle-même; d'une façon 
analogue, la transformation 

tli). ATAGE, NO Te eee 


qui permute o ct 2, conserve la forme de (VI). II nous suffira done 
d’étudier l'intégrale générale de (VI) dans le domaine de l’origine. 

A cet effet, nous commencerons par former des développements en 
séries qui représenteront les intégrales de (VI) le long de chemins bien 
déterminés, €. Ces développements sont de deux espèces : pour ceux 
de première espèce, il existe un nombre réel ©, satisfaisant aux iné- 
galités o£w <1, et tel que [ {| reste borné sur 2; pour les déve- 
loppements de deuxième espèce, la même assertion s’applique au rap- - 
port [¢-° Al (avec o <w£r). 


Caractéristiques de première espèce. 


TYPE GÉNÉRAL. 


8. Commençons par rappeler une transformation connue; posons 


. 


Abe erage ape 
SG SRA (A= wore ne: 
=(a+ b+etd+ih+ (a+ zea (o+3) = 
+ C D ua Le + 


en vertu d’une proposition plus générale que j'ai établie dans ma 
Thèse (' ), toutes les intégrales de (VD) satisfont au système + 


. ET) PRO 
(sy ETE REO TN ey fine hie oe le 
Ai a : wWA—1) 
Pte CET DUR haces git ii Sagar 


(1) Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 3° série, t. XXIX, 1912; 
p. 83-84 [équations (23) et (25)]. 


DV 
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Il est aisé de retrouver ce résultat; en effet, différentions la premiere 
équation (1); il viendra 


ta) E(E£— 1}? alt I I et ea 2 I 
AMA—1)(A—t)L A Rt ey Se sa) PAS) -— | 


hd, 
Ty ek a ies 


Mais d’après la première expression de g, on a 


DE SRE A(h—1) —lU(t—1)? 
i ee 


(A—¢)? ~— 42(A—1) (A—8)2 oo eae, 


et, en vertu de la seconde équation (1), (2) s’écrira 


(er) à DE" 1 (1 u ul 312 
Pilih =f) Gt te)? 


Zi wa ae eS 2 (À —1)(À— 1) 09] 
ee 7)? FRET | FA 


Ainsi, la résultante du système (1) se décompose (') en deux équa- 
tions : 1° l’équation du premier ordre, A’=o0, dont les intégrales ne 

satisferont pas à ( VD) en général (?); 2° une équation du second ordre, 
que l’on reconnaît identique à (VI) au moyen de la seconde expression 
de g(A, ¢). 

En conséquence, si nous obtenons une solution du système (1), 
nous ne pourrons affirmer qu’elle appartient à (VI) qu'après avoir 
vérifié qu’elle ne se réduit pas identiquement à une constante. 

Cela étant, soient x, et À, deux quantités quelconques, la première 
finie (*), la seconde non nulle (*); je vais montrer que, pour | 4, | suffi- 


(1) Dans ma Thèse, j'ai indiqué sous une forme plus générale cette circonstance qui 
rappelle une particularité des équations de la Dynamique (notes des pages 45 et 81). 

(2) Voir la note 2 de la page 286 (n° 27). 

(3) D'une façon plus précise, on imposera à % unc borne supérieure ne dépendant que 
du nombre n dont il sera question au n° 9. De plus «, devra satisfaire à diverses restric— 
tions provenant de celles qui seront imposées plus loin à s. 

(*) On pourra même prendre À, = +, sauf toutefois pour 


a—b+e—wmaHoH=a+b+tetd+t 


ce qui est le cas d’exception signalé à la note de la page 276. 
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samment petit, il existe une intégrale [A(£), «(¢)] de (1) répondant 
aux conditions suivantes : pour 4 = £,, on à À = À,; de plus, ¢ tendant 
vers o, le long d’un chemin 2 qu’on définira tout à l'heure, « tend 
vers a, : enfin, ilexiste un nombre réel w tel que o £w <1 et que 2°A~' 
reste borné quand £ tend vers o. Nous obtiendrons cette intégrale par 
la méthode des approximations successives; mais, auparavant, il nous 
faudra effectuer un changement de variables sur le système (1). 


9. A cet effet, je remarquerai tout d’abord qu’on peut écrire la pre- 
mière équation (1) sous la forme suivante : 


(GB) PCI} AP RCA I) [ge (A, 0) + co] —404(A—1) [¥ (A, 0) + to] 

+ 42.(A—1) (2— 6) [8 (A, 4) — 8(4, 0) + a— x], 
les trois termes du second membre étant des polynomes du quatrième 
ou du troisième degré en À. Dans cette équation, remplaçons A et « 
par un système d’intégrales de (1) satisfaisant aux conditions du n° 8 
et faisons tendre ¢ vers o; les deux termes de la seconde ligne tendront 
alors vers o, de sorte que le deuxième membre se réduira sensiblement 


à son premier terme qui va jouer dans la suite un role capital. Ce 
terme est égal au produit de A? par le polynome ; 


P(A) = 4(A—1)[g (A, 0) + a0] 
= (ha+ he+1)(A—1)+ (4b +1)? + (4d + 2) (À — 1) + ao (A—1). 


Posons — 

(4) | st= hat he+1— hay; 

le polynome P(A) prendra la forme 

(5). PO)Ehle+b4+04+d+)AA—)+ (GB A FA =). © 


En général, P(A) sera du second degré et possédera deux racines | 
h, et hy; poura+6+c+d-+1=0, P(A) sera du premier degré 
seulement. II se réduira à la constante 4b +1 pour ; 


at-b+c+d+1=0=—4b+1—3'; 


val) h fe 4 tas 
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enfin il ne pourra s’annuler identiquement que pour 


a+b+c+d+1=0, Lore iO, 2 50. 


Nous exclurons pour le moment ce cas singulier que nous étudie- 
rons au n° 30; nous avons donc le droit de re par A? P(A) les deux 
membres de (3) qui deviendra 


C(é&— 
- OS Der Be eas t), 


avec 
F(A, a—%,t)=— 2 +4 (:- OT 
+payl(et a an (+ Ima) 


+ ¢(¢—1)(A—1) —(a+b—c+d+ N—1)(4—9| 5 


Or, soit n un nombre positif arbitrairement petit, choisi une fois 
pour toutes; F,, considérée comme fonction des trois variables indé- 
pendantes A, « — a, et ¢, sera certainement holomorphe par rapport 
à ces variables quand on aura simultanément 


(7) 1 F 

(8) 0 

et 

(9) pole U=-no): 


de plus, dans les mêmes conditions, le module de F, sera arbitrai- 

rement petit. Maïs alors il est loisible d’ écrire (6) sous la forme (*) 
ti! 

AVP(A) 


(10) ep ee ae et), 


(1) La détermination du radical étant choisie arbitrairement pour le premier membre; 
pour le second, on adoptera celle qui est voisine de 1. 
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F, désignant une fonction de À, @ — a etl qui est holomorphe (et de 
module arbitrairement petit) lorsque (7), (8) et (9) seront vérifiées; 
de plus, en vertu des mêmes conditions (vérifiées par les couples À, % 
et A, «), F, satisfera aux inégalités 


(11) LF, (À, 2 — a 0) | < fi) Ala — a+ Bi] | | 
Ga). JR ee ee re 


Sf. fC Na ee Dit) LE 


où A,, ..., E, représentent des nombres positifs bornés, indépendants 
de n; enfin, f, et /, désignent respectivement des nombres supt- 


ATET 


Pt VE GER 


rieurs aux modules des diverses expressions 


A+ F È 
et Pay V to 750; ly Bae 4 

10. Donnons-nous alors une quantité ¢,, de module inférieur à 1 et 
assez petit pour que À, vérifie en même temps avec 4, les conditions (7), 
(8) et (9) où rx est remplacé par D et faisons le changement de . 
fonction ; 

2 
dh 
(13) p=({ — 
Ne À P(A) 

qui aura certainement un sens, si la quantité (non nulle) A,, ne coin- 
cide pas avec une racine double (éventuelle) de P(A); (13) définira 
une fonction uniforme élémentaire A(y.). Appliquons alors à (10) et 
à la seconde équation (1) la transformation (13); ces équations [et par 
suite le système (1)] s’écriront en définitive 


= St 14 F(p, ae &o, ), 
(14) dea 
FeO AY 0), 
avec 
À | ITR Le HS > 2c A(p)—1 . 
(19) o(p,t) = Hp) HET ’ | REN AS TES pos EE 
M(B) | at 


SS oo) @ whee Wie US 
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quant a F, ce sera une fonction des trois variables 4, «—«, et ¢ qui 
sera sûrement holomorphe relativement à ces variables, si ces der- 
nières vérifient les conditions qui correspondent à (7), (8) et (9) en 
vertu de (13). De plus F satisfera aux inégalités transformées de (11) 
et (12); ces inégalités joueront un rôle essentiel dans notre démons- 
tration. 

Or le système (14) peut être résolu par approximations successives 
de la façon suivante : Posons tout d'abord (les chemins d'intégration 
seront bientôt fixés) 

L 
a(t) = a poly = fi = los; 
puis ; 


t 
Cy a+ fi Lao (pos €) + Y (po, £)] de, 
0 


nt 


1 + F( po, & — a, ¢) 


LL 
Pa p 


dt; 


* to 


d’une facon générale, ayant calculé «, et v.,, on définira a, et us: 
par les formules 


t 
An+1— Lo +f lee O(Pns £) + V( prs t)] dt, 
0 


fe t+ F (pa, Anti Los t) dt 
£ 
{ 


(16) 


Pn+1 = 
0° 


Pour établir la convergence de ces approximations, nous ferons en 
sorte que les transformées de (7), (8), (9), (11) et (12) par (13) 
soient vérifiées quand on y remplacera (v., «) par l’un quelconque des 
couples (u,, %+,); en particulier, cela devra avoir lieu pour n — 0, 


et, dans ce cas, nous procéderons de telle sorte que (7), (8) et (9) 


soient encore vérifiées quand on y remplacera 7 par © - De plus, les 


intégrales qui donnent %,,, doivent avoir un sens; or, pour z= 0, 
ceci exige qu'il existe un nombre réel w, inférieur à 1, et tel que sur 
le chemin d'intégration l'expression 


eal hie. | eo: AL po(t)] 
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soit bornée supérieurement en module. IL faudra donc, avant tout, 
examiner les diverses conditions précédentes. 


11. Commençons par la dernière qui nous fournira une première 
indication générale sur la forme de nos chemins d'intégration ©. Sis 
n’est pas nul, il en est de même des racines h, et h, de P(A) = 0, et 
l’on tire de (13) 


I I I I 
| eee re se 
a E 2 Get hy -)| Pe Br G rae 7 )shse. 


Pour que (17) soit bornée en pele il suffira donc qu'il en soit de 
même des expressions 
te (ty? 
Ws A Cc 15 Lo, 


Aer Fe | s =| 


VO — tr) (No — fee) to shs po 
do VA, 


= VA + DE +de) Go te) À (2 2) SDs po 


s 


Posons ; 
t=re% (ret-6 réels), 


puisque [# À," | doit être borné (n° 10), il nous suffira d’écrire 
m\° | 
(7) X (Bo) <I, 


où J est borné et où y(1x) désigne le plus grand des modules des trois 
nombres 


chsp, (; sh ey, = sh sp; 


(17) sera alors certainement de module borné. Pour simplifier la dis- 
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cussion, nous ferons encore le changement de variable 
: t 
(19) P= log — 
(qui donne 4, = T), et nous poserons enfin 
T= wey, s= pele, 
ou tous les nouveaux symboles sont réels. On trouve alors aisément 


(20) 


SS = 
shspo| Vsh?[ we cos(y + 0)] + sin?| wo sin(y + 0) 
D = a "0 tt 
AY ro 
sh] we cos(y+o 
ANRT AURA at lier 


(4 


(21) = |= = sh? | cos(y +a) | +sint| sin(y+9)]| 


I ue = uw? 
< — sh? | — cos(y+ 0ù > 
eee E os(y+ Jao 
(22) . |chspo|= Vsh?[ ue cos (7 + 6) ] + cos?| ue sin(y +6)] 

< sh| ue cos(y+-0)| +1. 
Des lors ue (=); (u.,) reste borné, nous i rons d’abord 
es lors, pour que (7) 7(H rné, nous imposerons d’aborc 

la même condition à u*e°“%*; il faudra done que, dans le plan (¢), 
notre chemin d'intégration 2 tende vers o au moins aussi vite que la 
spirale 


(23) P= A 02e 


où A est borné. De plus, il faudra encore que, lorsque wu croit indéfi- 
niment (cosy étant négatif), l’expression 


sh | ue cos(y + 90) | 


2! = eMucosy 
(24) 7 : 


reste bornée. Or, ceci exige tout d’abord qu'on ait 


(25) à w cosy + P cos(y + 0) So. 


Figurons en M, M_, et M, (/g. 1) les points qui ont respectivement 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXIV, — SEPTEMBRE 1917. 33 
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pour affixes sw~', so" ret so-?-+ 1; s n'étant donné que par son carré, 


. aS, , 
nous avons le droit de supposer (+) 2o. En conséquence, les argu- 


ments des trois nombres précédents (qui sont respectivement 6, v, 
Fig. 1. 
M. Mi N M 
Y 


37 
et v,) seront compris entre o et x. Posons en outre y,= oe — Y; 
y, sera encore compris entre o et x. Cela étant (25) se décomposera 
dans les deux conditions 
cos(7 + %)SoScos(y +»), 
d’où 
(26) VW SPS %- 


Il existe ainsi sur le segment M_,M, un point N tel que ON fasse 


Fig. 2. 


avec la direction positive (o, 1) un angle y,; et l'on a, de plus, 


an cos(y+0)| _ MN_ 
(27) cos 7 Lt DR MN: 


an 
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Et maintenant, nous pouvons indiquer l'allure générale du chemin 2, 
et fixer le nombre w qui lui correspond. ‘En effet, figurons dans le 


plan (T) (fig. 2), les droites OA, et OA,, d'arguments A —v, et 
+ 2 


> — 23 la condition (26) signifie que le rayon vecteur OA mené de O 


à ui point quelconque du chemin ©, transformé de € par (19), finit 
par rester intérieur (au sens large) au secteur A,OA,. Mais l'amplitude 
de ce secteur croit avec © qui, d’autre part, est assujetti à la seule 
restriction m <1. Appelons alors S le secteur A,OA, obtenu en rem- 
plaçant © par 1 — n dans les constructions précédentes; il nous sera 


loisible de prendre pour © un rayon quelconque de S (sauf à le 
modifier si c’est nécessaire; cf. n° 18). Observons d’ailleurs que S 
existera toujours si s est complexe; et si s tend vers une valeur réelle, 
S s’évanouira ou comprendra tout le demi-plan T,T'T, défini par 
R(T) <0, suivant que s? tendra vers une valeur 2 ou <1; ainsi done, 
lorsque s est réel, il ne saurait exister de secteur S (et, par suite, de 
- chemin £ ) que si l’on a s°<r. 

_ Reste à fixer w. Pour cela, supposons d’abord |s| borné inférieure- 
ment, soit |s|—=v > n; dans cette hypothèse, nous prendrons 


cos (y +2)! 


(28) == 0 cos 7 


quantité au plus égale à 1 — UE d’après (27); w étant ainsi fixé s sur OA('), 
on aura svidewimnent 


y rae = Big = 
et y tendra vers 1: 29 par valeurs on tes. D'ailleurs, on aboutirait 
à des conclusions analogues pour les expressions (21) et (22), en sorte 
que T décrivant OA, (17) restera bornée supérieurement (?) (et infé- 
rieurement, sauf pour w = 0). 


(1) L'étude de cetie correspondance sera reprise et développée dans la troisième Partie. 
(2) On constaterait aisément que la borne supérieure de (17) a pour expression 


ce) | f . cA 
ae (ay +2), ou B et B, sont indépendants de | Ao| et n. 
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Considérons maintenant le cas où l’on a |s|<y. Observons tout 
d’abord que, pours = 0, (18) n’est plus valable; 4~' est alors un poly- 
nome du second degré (au plus) en w; |A-'| devient done infini de 
l’ordre de (logr,r—'}? (au plus). La substitution de cette expression 
à (r,7—')® n’apporterait d’ailleurs aucune modification essentielle aux 
caleuls qui vont suivre. Supposons enfin o <s£n; dans ce cas, on 


À r uw > 
remplacerait le facteur (=) par 


(29) 


ce qui n’introduirait dans la discussion que des complications d’écri- 
ture, complications d’ailleurs inévitables si l’on veut être assuré que le 
domaine de convergence de nos approximations (délimité par le 
nombre R, du n° 19) ne tend pas vers zéro avec |s|. 


12. Revenons maintenant aux inégalités (7), (8), (9); nous allons . 
exprimer d’abord qu’elles sont satisfaites quand on y remplace À par 
A[ Yo(t)] =A°(t), « — a, par une expression de l’ordre de #°etn 


n = (Ee. 4 
par ~- En effet, pour |£] suffisamment petit, (7)sera sûrement vérifiée 
puisque (17) est bornée. Passons à (9); nous l’écrirons sous la forme 


A 
t (;) 0 
2 


(30) ae 
Re | ERE 


(qui suppose so). D'après les résultats du n° 11, cette inégalité 
sera vérifiée pour |¢| suffisamment petit, à condition que 


ee een Jarre) 


soit borné inférieurement. Prenons cette borne égale à 1; il faudra 
d'abord que À, vérifie cette condition. Puis supposons toujours 
s (ou h,) #o avec h,#h,; on peut alors remplacer la limite infé- 


(J=—1,0, 1) 


—— a... 
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rieure de (13) par 4,; soit A, l’une quelconque des valeurs (à partie 
réelle négative) prises par l'intégrale; on trouve aisément 


! I I I I J pee ~~. 
ae ae SE | |.) 2 rés 
GG -r)=iG 5) eB. 


Or, pour C<r, les régions du plan (s) pour lesquelles on a 
[shz|<<C sont intérieures à des cercles, de centres z = Anz (k entier) 


et de rayon Supposons donc (‘) 
(32) | PERS 


1 1 
h, hy 


dans le plan (T) figurons les cercles (y;,) dont les centres (fig. 3) 


sont les points 


hate tt (k=0,1,2,..+), 


et dont les rayons sont égaux à 


rVn 
JS 
G | 


en vertu de (32), ces cercles seront tous extérieurs les uns aux autres. 
Ceci posé, assujettissons le chemin © à ne pénétrer dans aucun des 


(33) 


cercles (y,); en vertu de ce qui précède, l’expression (31), où A est 
remplacé par A°(t), sera supérieure à n; la condition (30) sera donc — 
vérifiée relativement à A°(z) pour |¢| suffisamment petit (?). ; 
13. Supposons maintenant que (32) cesse d’être vérifiée et exami- 
nons d’abord le cas où |s| est borné inférieurement; les points A, et 2, 
seront donc très voisins. Cherchons alors les conditions pour qu'il en 
soit ainsi. Pour que (5) admette une racine double A, il faut et il 


(:) Au n° 24, nous serons amenés à imposer une nouvelle limitation au premier membre 
de (32). 
- (2) Sa borne supérieure ne dépend que de n. 
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suffit que l’on ait s = 5, en posant 


(34) = ey (a+b+c+d+1)EV4b+r, 


et À sera donné par l'équation (‘) 2 


ares TEL = 0; 
done, pour que A, et A, soient très voisins, il faut et il suffit que |s — ¢| 
soit très petit. Or, pour C > 7, les points du plan (z) qui vérifient 
l'inégalité | shs|<C sont intérieurs à une bande indéfinie 1’, limitée 
par deux parallèles à l’axe imaginaire, d’abscisses + log(C + VC?+1). 
Dans le plan (T), la bande w, analogue à ws’, admet comme axe de 


Fig. 3. 


-symétrie la droite lieu des points 2,; il existe donc dans le secteur S,, 
deux régions indéfinies S' (limitée par 4,0, 00", 01D’) et S, (limitée 
par D, 0, 0,4: ), séparées l’une del autre par une portion D' 0), OLD), 
de la baud vb; et à l'intérieur de S! et S,, (9) sera vérifiée par 2°(2). 


(1) On précisera plus loin (n° 25) la correspondance entre les racines de cette équa- 
tion et les valeurs de o. 


—— =a". t $k» 7 
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Que se passe-t-il lorsque À, — 2, tend vers o? Pour mieux lea voir, 
appelons € celle des deux racines de l’équation 


hy hs 
I 

À h, 

qui tend vers o avec 2, — A,; on trouvera sans peine 


1 hih (1+)? 3 
rente Ey 


remplacons p par v., et nous en déduirons que lorsque € tend vers o, 
l’une des droites frontières O° D’ de la bande w, tend vers une position 
limite bien déterminée ('), O,D, (le long de laquelle ce?” sera de 
l'ordre de 7). Au contraire, l’autre droite frontière O,D, s'éloigne 
indéfiniment; à la limite, pour s==o, la bande w% sera devenue un 


secteur indéfini ¥, limité par O,D, et O,A,, et à l’intérieur duquel (9) 
n’est plus nécessairement satisfaite pour À = À°(4) et |T| très grand. 


14. Pour le moment, nous pourrions nous suffire d’avoir vérifié 
l'inégalité (9) dans la région S' (limitée par 4,0, OO, et O,D,); tou- 


Fig. 4. 


Fe 


tefois, en vue d’une application qui se présentera dans la troisième 


RE 


(1) On reviendra sur ce point, avec plus de détails, au n° 54, p. 332 et 339: 
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Partie, nous allons étendre le domaine dans lequel l’inégalité (9) est 
applicable (en supposant toujours s—a=0). Soit 2 le secteur 


(appartenant à 2) lieu des rayons O, A tels que les nombres w qui leur 
correspondent, d’après le n° 11, soient SEC on aura, dans 2, 
Le] = f(rr,-)° > r, avec f = 0, et l'inégalité étant vérifiée pour 7 
assez petit; par suite, sous cette condition l'inégalité (30), ou (9), 
sera encore vérifiée dans = (relativement à ,) (?). 


15. Une discussion exactement analogue s’appliquerait à l’inéga- 
lité (8); toutes les fonctions «,(¢) que nous aurons à substituer 
dans (8) rempliront la condition | 


(36) . 7 ler — % |< Lr? ™, 


ou L est borné (*). Dés lors, les conclusions précédentes subsistent 
encore; et, pour À, — h,, l’inégalité 5w <1 assure la validité de (8) 
à l’intérieur de S. 


16. Dans tout ce qui précède, j'ai supposé s £0; mais l'hypothèse 
contraire n’introduit aucune difficulté (*); ainsi, dans le cas où 
h,=o+A, on montrerait (* ) sans peine que les inégalités (8) et (9) 
sont vérifiées, relativement à A°(t), pour | T| assez grand. De même, 
on étendrait encore les résultats des n° 12-15 au cas où l’on aurait 
h, = O0 — es Cay 


(1) Cette limitation est introduite en vue d’une démonstration ultérieure (n° 20). 

(2) On aperçoit immédiatement comment s'opère le passage à la limite : pour | 4; — > | 
très petit et 5w <1, les conditions (9) sont vérifiées (relativement à À°) non seulement 
dans les régions Si, et S (fig. 3), mais dans deux portions de 15 limitées respectivement 
par deux lignes Ti, T2; 41 — 2 tendant verso, l'extension de Sj dans la région ZX’ limitée 
par 0’, D{ et I, finit par gagner tout le secteur 3. | 

(3) Sa borne supérieure ne dépendant que de n. 


(*) On constatera, par exemple, que s tendant vers o, tous les cercles (7x), sauf un 
seul, s’éloignent de plus en plus, et à la limite, s’évanouissent à l'infini. On voit done 
disparaître une source de complications. | . 

(5) On peut le voir directement, ou se servir de l’équation (35), en faisant tendre s 
vers 0. Re pa 
($) Ce cas ne saurait d’ailleurs se présenter que pour les équations (VI), ch l’on a 
§(a+-b+e+d+1)=46+1, | è ‘ 
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En résumé, les inégalités (7), (8), (9) seront vérifiées, dans les 
régions du plan (T) sus-indiquées, par les fonctions A°(2) et-a(t) 
[cette dernière satisfaisant à (36)|. Nous allons montrer qu'il en est 
de même si l’on remplace À par l’une quelconque des fonctions À, (4) 
correspondant aux fonctions u,(4) que nous aurons à envisager au 
cours de nos approximations. 


17. Observons tout d’abord que, pour |s| <1, on a |s~'shs|<2 


BE! inférieur à : 2 
= | inférieur à la plus petite des quan 
tés COTE" = et 1; 


cu cu | | 


i Ds ont) a. - = 
<I — wl <orte) (2+ tel) [pul <oxwle—al, 


et |chs|< 2; d’où, pour 


sh s(u—p) 
(37) 


shism es ep) 
aE on SE 


2 


2 
= | chsp. 


où y(v.) est défini comme au n° 11; d’ailleurs on voit aisément que 
les calculs effectués précédemment pour limiter 7(y) restent encore 
_ valables si l’on astreint en outre y(u.) à être au moins égal à |shsu.|, 
ce qui permet d’écrire | 


shsp —shsp 
s 


(38) 


<2)achsp+|s(u—p)|shsp| x[u—pl 
<8z(p)le—r |. 

Remarquons en passant que (37) et (38) entraînent la conséquence 
suivante : pour |v — | inférieur à la plus petite des deux quan- 


CP I I I É 
ites => =, et—— on a 


| MR 
(39). 2x) x) < Ex) 


relations que nous utiliserons bientôt. Revenons maintenant à (18); 
« ‘ae : 4 


(4) Rappelons que l'hypothèse faite sur & [n° 8, p. 251, note (#)] entraine comme con- 
séquence que ¢— est borné inférieurement. 
_ Aun. Ee. Norm., (3), XXXIV, — SEPTEMBRE 1917. 34 
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nous pouvons écrire (en désignant par À la valeur correspondant à u.) 


chsp—chsp 


: hb+i—s* 
(40) j|<|p— set eter de) oe = 
0 
a PE shsu—shsp 
+ ryan brord sr Dh) Cet) De | 
<Gz()lu—#l 
en posant 


, _. Glshl+Glhl+Gs|+G 
(= a 


où les G; sont des nombres positifs bornés (indépendants de n et À,). 


Or la relation (40) permet de vérifier notre assertion; en effet, on a, 
par exemple, 


ri ) à 
60 [eel < laggy] Onto lee—eel <3 ees te ee 


et nous verrons que les |, — 4,| sont bornés; pour r assez petit, le 
second membre de (41) sera done inférieur à 4. On vérifierait de 
mème que (8) et (g) sont encore valables (') pour A = A,. 

Enfin, les relations (39) et (40) vont nous permettre de transformer 
les inégalités (11) et (12), de facon a les rendre immédiatement utili- 
sables pour la démonstration de convergence qui va suivre. Supposons 
tout d’abord que T n’appartienne pas aux régions = ou © (?); les 
quantités f, et /, sont alors respectivement SE l'ordre de y~' et n*; 
et l’on peut écrire, 


, w 
(42) | F( po, a oy t)| <A |e a|-+B r(“2) > 


A= Agi, B= Bia | Ao f+ Ben-?, 


Ac RE étant des nombres positifs bornés (*) (indépendants de n, 


(1) A condition de LE 5w <i si T en aux rapions = ou >’ A voir a ngte 
suivante). - Le ISIN 

(2) La région se est définie à la note (?) de la page 264. . 

(#) On ne confondra pas ces coefficients avec ceux des formules (11) et (12); pour 
déterminer les exposants de n dans les expressions de ces cseiiclonta,: on se ceporeeys 
à Ja nee) de la page 259 (n° 41). ; os ery 
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et À,). On aurait de même 


(43) [F(pn, An+1— ho, £) — F( pps, tu — ©, €) | 
£ r \w r w 
<|Clan—ay|(4) +Dr(4) 

Fo r 


C= [29/1 0-9 | Cy] 5229] + Clhol+ Ca s?| + Cy), 
D =|Aot|n-? {D,|s*A,|-+ De] Ao] + Dal s*|+D, |, 
B= Boar, 


| Pen — Pn-1 | +E | Uni En | 


avec 


oti les derniers coefficients (') C, ..., E, sont encore bornés. 

On établirait sans peine que (42) et (43) sont toujours valables pour 
s—0o (7); pour |s —o| très petit, ou nul, (42) et (43) seraient en 
défaut si T appartenait à X’, ou Z; mais alors, en se reportant aux 
n® 44 et 15 et à la définition de f, et f,, on verrait que les inégalités 
précédentes peuvent encore être employées, à condition que A, B, E 
soient multipliés par OE et C, D par (2) É. 

Arrivons enfin aux formules (15); nous pouvons écrire, dans tous 
les cas, à l’intérieur de tout le secteur S, 


\ w 


(44) eoI<M(e), ou, <N( 2)", 


19(pny €) ge 0 1<P(E) | en — Un |, 
(45) ee 
4 [UC prs QE YCBn-ss t) ee Q (=) | bn — Fn-1 |, 


où M et N d’une part, P et Q d’autre part, sont des nombres positifs 
de la même structure que By, et Cy? respectivement. 


18. Nous pouvons préciser maintenant la forme de nos chemins 
d’intégration ©. Nous épuiserons certainement l'étude de l'intégrale 
dans S en prenant successivement comme chemins € des rayons rec- 


tilignes quelconques, issus de O et appartenant à S. Quand ces 


\ 


(1) Foir la note (3) de la page précédente. 
| b w : 
(2) Pour | s| très petit (ou nul), on remplacerait (=) par l'expression (29) [ou par 


COR 
SEA PEAR à 
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rayons pénétreront dans des cercles (7x), nous remplacerons le seg- 
ment de € intérieur à (y;) par le plus petit des ares de (+4) admettant 
les mèmes extrémités. 

A l'exemple de M. Pierre Boutroux (*) j’appellerai caractéristique 
de l’équation (V1) toute branche d’intégrale de (VI), poursuivie dans 
le plan (T) le long d’un segment rectiligne OA issu de O et répondant 
a des conditions initiales déterminées; j’appellerai caractéristiques de 
première espèce, les caractéristiques satisfaisant aux conditions du n° 8 
et provenant des approximations du n° 10. Ceci suppose implicite- 
ment que l’on conserve la même dénomination à la même intégrale, 
poursuivie dans le plan (¢), le long du chemin correspondant à OA; 
il ne saurait en résulter, évidemment, aucune confusion. 

Or, dans le plan (4), les transformés des chemins © par la substi- 
tution (49) sont des spirales logarithmiques €, déformées au besoin 


de façon à contourner les domaines (y;) correspondant aux cercles (+4), 
domaines qu’il est évidemment loisible de supposer limités par des 
circonférences. Admettons (?) que le rayon indéfini OA ne pénètre 


dans aucun des cercles (y,); nous pourrons le prendre comme 
chemin €, et un arc quelconque 4,4, de la spirale e donnera lieu à 
l'inégalité 
arc li Lo I 
PE cosy 


(r=) tl =a 


en conséquence, pour tous les rayons appartenant à un même secteur 
[ et ne pénétrant pas dans les (¥,)|, on peut écrire 


(46) ARE à 


ry ET l'o 


/étant un nombre positif borné ne dépendant que du secteur. 


19. Je vais établir maintenant la convergence des approximations 
ee ie 


(1) Leçons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre, 
Paris, Gauthier-Villars, 1908, p. 58.— Voir aussi P. Bourroux, Ann. sc. Ec. Norm. SUP. 5 
3¢ série, t. XXV, 1908, p. 322. . 

(2) Nous étudierons le cas opposé au n° 21, 


a -] # , , a = 
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QO, . = bs = , ‘ . 
du n° 10; je Supposerai, bien entendu, que © ne pénètre ni dans les 


cercles (x), ni dans les secteurs X, ou x, s'ils existent. Nous pour- 
rons donc écrire, en vertu de (44) et (46), 


Jai 20] <U(M| 26] +N) f (2)"ar = ne, 
0 
en posant. 

l 


Tine 
== TF 2 5 
r 


(35) est donc vérifiée pour n =1. Et, en vertu de (42), il viendra de 
même | 


. l'o F 2-88 r'o = (A) 
[us pal < ef | a as ot) dr < if [AHS + B(=) [arse 


7 


en posant 
l 


B= 5G) 


Ke 


(AH +B), 


ie == (re? ets) 
et, à l’aide de (4o), on vérifierait aisément que, pour 7, suffisamment 
petit, l'inégalité (7) est encore satisfaite par A, = A[u.,(2)]. 
En général, supposons que nous ayons obtenu pour les n premieres 
valeurs de I’indice 


(47) | %j41— | <H(lgro)/e, | Byram py |< KClgro)’e', 
g ne dépendant ni de /, ni de r, et 2; nous allons montrer que ces iné- 
galités, évidentes pour / = 0, subsistent encore pour 7 =n-+1, et, 
du même coup, nous obtiendrons la valeur de g. 

Observons d’abord que pour r,<(2/g)*, les relations (47) en- 
traînent 


(48) | banal <| ot — dl + Ugro +. et (lgr)]<2lu— a <2He, 
| | p11 po! te 
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vn 
2VGIK 


de sorte que pour r, < » ON aura 


GJ "(2)" Bu py] <aGdKee’ < 2 GIKrt < 2, 
et, par suite, d’après (41), À, = ÀA[u,(0)] satisfera à l'inégalité (7); 
il en serait de même des inégalités (36), ou (8) et (9). On pourra: 
donc se servir de la relation (43) qui, appliquée à (16), donne 


t \ 
fi (an — An—1) O(n) t) as Sn1+19(Pns t) io D(Un—1 t)] 


vo 


lon: de 


+ V(Uns t) —VU(pn-1, t)| dt 


<IMH(dgr,)"— (8 ( 22) ar + I[P(\oo| + 2He) + 0] 
/ | je ‘ 


0 
4 r.\o 
<K(lgro)" f (2) dr; 
“oO / 
mais on aeSr, et e’Sr,; il viendra done 
(49) | Ons on |< HE lara)": 
en posant 
: _ M : ee K 
(50) C= LCA eee CRAN re 
De même, en se servant de (43), on trouvera 
Lys ~ 
(eee: | =| f F Chews On+1— A, ) = E (Hat Ay — oy é) dt 
v ty E 
<i a] : : a4 % {la Ue di wit: 
<l(2€H+D) K(lgr,)" (2e dr + TED (gra) f < dry. 
d’où cé À | 
(51) . à [na pal < KA (lgro re’ 
en posant 
(55) ta ip eb ll (EWG, 


rar LL K(1— 6) 
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Or, prenons pour q le plus grand des deux nombres positifs g, et q, 
définis par (50) et (52); les relations (49) et (51) montrent aussitôt 
que les inégalités (47) sont encore vraies pour 7 = 7; elles sont donc 
vérifiées quel que soit n. En consequence, sur le ene (limité au 
point ¢,, de module 7,), les deux séries 
(53) AL) = ay (H%y— Hy) +... + (nr1 — Op) +. 

BCE) = pot (pa — Po) He + (Pri — Ho) +... 


sont absolument et uniformément convergentes (par rapport à 2), 
lorsque r, a été choisi suffisamment petit, de façon que soient vérifiées © 
toutes les conditions énoncées au cours de cette discussion. La borne 
supérieure R,, ainsi imposée à r,, est de la forme 

(54) h—= Rj rie ho |; 

R, étant indépendant de y et:A,, et m étant un nombre positif qu'on 
limiterait aisément (') (et, en outre, r, devra être inférieur à un 
nombre positif fixe plus petit que 1). 

La convergence des séries (53) étant uniforme par rapport à 2, un 
raisonnement classique montre aussitôt que leurs sommes «(2) et u(¢) 
vérifient les équations (14); «(¢) et A[w(2)] satisfont donc au sys- 
tème (1). Or on peut faire croître indéfiniment l'indice dans les Ses 
tions (48), ce qui donnera à la limite 


(55) | Amie —°hHr (2) 
Cian 


| PORC 2 — 108 | KE = kfn—r(2) |. 


La première de ces relations montre que, ¢ tendant vers zéro, « tend 
vers &, ; la seconde que, ¢ tendant vers ¢,, A[u(z)] tend vers X,;.de 


(1) La convergence des approximations n’est done assurée que pour. | tog! | suffisam- 
ment petit, ce qui légitime la restriction 4)4 0 que nous nous sommes imposée. Nous 
verrons d’ailleurs, dans la troisième Partie, comment on peut lever cette restriction et 
définir des intégrales s’anaulant au point to. Observons enfin qu’il résulte de la discussion 
précédente [et, notamment, de la formule (52)] que Ry tend vers o avec 1 — . 


272 RENÉ GARNIER. 


plus, il résulte de cette mème relation que (4), et par suite A[&(#)], 
ne peut se réduire à une constante; enfin, on déduit de cette relation 
et de (40) que 2°: A[w(4)] reste borné en module. En définitive, la 
fonction A(t) =A[u.(2)] est une intégrale de (VE) qui, en même temps 
que a(¢), satisfait à toutes les conditions du n° 8; c’est donc bien la 
caractéristique de première espèce que nous avions en vue. Nous 
dirons qu’elle est du type général, par opposition aux caractéristiques 
du type exceptionnel que nous définirons bientôt. 


20. Nous allons lever maintenant les restrictions que nous nous 
sommes imposées relativement au chemin d'intégration. Supposons 
d'abord que © > péne tre dans © ou 2; la seule modification qu'il faut 
apporter à nos inégalités fondamentales consiste à multiplier, dans 


ces inégalités, A, B, E par (=)" »C et D par ()" (n° 417/p72090 


Or, il suffit de reprendre les calculs du n° 19, en tenant compte de la 
condition 5 < 1 que doit remplir © (n° 14), pour constater que nos 
approximations convergent encore dans = ou ©’. 


21. Le cas des cercles (y) est plus compliqué; nous étudierons 
bientôt l'intégrale à l’intérieur de ces cercles. Pour le moment, nous 
allons étendre la démonstration de convergence au cas, primitivement 
exclu (n° 18), où © comprend un arc eee circonférence (+,) : dans 
ce cas, le rapport arct,t, : r,—7r, peut devenir infini pour deux 
points ¢, et 2, de cet arc, et la démonstration du n° 19 devient inappli- 

cable. 

Précisons d’abord la définition des cercles (yx). Soit & le point du 


plan (¢) qui correspond à 44 par la transformation (19); on a 
(56) et ty [et—%—1]. 
Or supposons n choisi assez petit, de façon à vérifier l'inégalité 


4 
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en vertu de (33) le rayon (9) € de (yx) sera inférieur à à 7; cela étant, 
(56) montre que, lorsque T est situé à l’intérieur ou sur la circonfé- 


rence de (Yx), ¢ sera intérieur à un cercle de centre #4, de rayon 
‘ ‘ rx . n 
De AC 27e <3 c'est ce cercle, auquel l’origine est sûrement 


extérieure (au sens strict), que nous prendrons pour (4). Ceci posé, 
appelons 4, et 4, les extrémités de l’arc de la spirale © intérieur à (yx), 
et soit s’ la longueur de cet arc. A cet arc nous substituerons, comme 
chemin d'intégration de nos approximations, le plus petit des arcs 
de (yx) ayant z, et ¢, comme extrémités; soient o’ la longueur de ce 
dernier arc et c la longueur de la corde ¢, é,. Il vient alors, en intégrant 
successivement sur la spirale, puis sur le cercle 


To c : Ts 2 
ep if Fx See : p 
T Cc ro \® 

s=f (2 ae dal eo 


Et de cette inégalité on déduit aisément que, sur tout chemin 2 com- 
prenant un arc des cercles (y), on a encore le droit de conserver les 
bornes supérieures obtenues pour les quadratures du n° 19, à con- 


dition toutefois de multiplier le facteur Z qui y figure par le rapport _ 


Ainsi, pour connaître les valeurs de A(¢) et de &(4) dans tout le sec- 
teur S, il ne nous reste plus qu’à les calculer en un point quelconque, 
intérieur aux cercles (y); c’est ce dernier calcul que nous allons 
effectuer. 


22. Je dis tout d’abord que, pour |7,| suffisamment petit, A(¢) est 
holomorphe (*) à l'intérieur de (y). En effet, supposons que A(¢) 


(2) On ne confondra pas cette notation avec celle qui figure au n° 43. 
(2) Ceci suppose toutefois 7140 oua+b+c+d+1<0, Dans le cas opposé, on 


| : ‘ Ce À 
ferait une démonstration analogue à celle qui va suivre pour la fonction À x» par 


Ann. Éc. Norm., (3), XXXIV. — SEPTEMBRE 1917. 35 
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présente un pôle 4 == à l’intérieur de (y,), et soit ¢ un chemin de 
longueur finie joignant 7 a un point £, de (Yx) où À prend une valeur À, 
(voisine de A,). Admettons d’abord que, le long de x, on ait constam- 
ment [2X|>1[4,|; pour [| assez petit, rintéaration de la seconde 


équation (1) donnera aussitôt 
a(t) =a() + fi ra Va = + fire Vn + foe, 


où les /; sont, comme dans tout ce numéro, des nombres de module 
borné, quel que soit #4. Or, on démontrera aisément (*} qu’on peut 
toujours trouver une constante +, telle que la caractéristique définie 
par les conditions du n° 8, avec (?) x(o) = 4%, A(z) =>, vérifie la 
relation a(7)=«(7); cette caractéristique appartiendra done à la 
méme intégrale que notre caractéristique primitive (*), et elle donnera 
lieu à une égalité de la forme 


Pin 5 > By + ms 
[ Ailsa! =: T(t,) — T(t) + p(t) — pols) — [a (<) i. PAG) | = fs Va + fe! 
Je 2VP(A) | 


Or, je dis qu'une telle égalité est impossible pour 7 et 7, assez petits ; 
en effet, d’après ce qui précède, et en vertu de (55), on peut écrire 


A to + fa rx Va + (fet+fs)é, 


de sorte que, pour n et 7, assez petits, A, est aussi voisin qu’on veut 
d’une des racines 4, k, de P(A) =o. Le premier membre de notre 


- exemple. De plus, le raisonnement qui va suivre suppose implicitement 4; 4 0 (done so); 
mais la remarque faite au n° 16 [note (*) de la page 264] légitime immédiatement cette | 
hypothése. 

(1) A cet effet, on procédera comme pour établir les relations (62) du numéro suivant, 


<2Je,:, où Je) est borné; puis, l'on 


— —1 


0% 
observera que sous les hypothèses actuelles, et grâce à l'inégalité précédente, l'équation 
a (=, % == æ(r) possède certainement une solution et une seule, ao. 

(?) On a surmonté d’un trait tous les symboles se rapportant à la nouvelle RE PER 
tique. ‘ 

(*) Cette remarque permettrait de conclure à l'égalité &o = a; mais il est plus simple 
de faire la démonstration sans nous appuyer sur cette relation. 


et Yon aboutira ainsi à la relation 


ST 


2 rd 4 ’ « , 
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égalité est donc arbitrairement voisin de 
or log] (VX; Ke Vi) (Vai, UF ae | ( à )s 


tandis que, sous les mémes conditions, son second membre est arbi- 
trairement petit. 
Le raisonnement suppose, il est vrai, qu'on a constamment, sur ¢, 


[Ay | : we thy ‘ . 
|A|> ——; mais, s’il n’en était pas ainsi, on appellerait ¢, le premier 


point situé sur g, à partir de £,, et pour lequel on aurait |A,] = Lal 


en raisonnant sur £, comme tout à l'heure sur +, on montrerait que 
l'existence du point ¢, est impossible. Ainsi donc, en résumé, pour 7, 
et n assez petits, A(z) est holomorphe à l’intérieur des (y) (*). 
CODE De 
Dès lors, on peut écrire 


DOTE a f Cr 
oie re 


où Zest un point- quelconque, intérieur à (y,); et l’égalité précédente 
montre en outre que la valeur A(¢), qu'on se proposait de calculer, 
est très voisine (*) de A, (pour r° et 7 très petits). 


23. En résumé, nous venons d’étudier, à l’intérieur de tout un sec- 
teur indéfini S, une caractéristique de premiere espèce, définie à la 
façon du n° 8 par deux données initiales : l’une, &,, finie; l’autre, Aq, 
non nulle et vérifiant l'inégalité 


PRO 
Ré X M) 
ou, si l’on veut (*), 


CES [to Ef * + 


(1) On suppose les déterminations des radicaux choisis d’ une façon convenable. 

(2) On pourrait encore faire la déROMSLEALDEE en s'appuyant sur des développements 
en série analogues à ceux du n° 34. 

(3) En précisant la démonstration qui précède, on serait arrivé à la même conclusion, 
mais sans pouvoir calculer exactement la valeur À (+). 

(+) Cette transformation ne serait plus valable pour 4, —; mais, dans ce. eas, on 
‘verrait directement qu il n’y a rien de changé aux résultats alvents. ig? i 
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(avec f borné et > 1), et une inégalité analogue pour A,. En raison 
des conditions imposées à A,, notre démonstration est soumise à une 
double restriction que nous aurons à faire disparaître; dans cette pre- 
mière Partie, je me limiterai à montrer comment on peut définir des 
caractéristiques qui, pour £=#,, prennent une valeur À,, voisine de A,, 
par exemple ('). | 

Afin de ne pas interrompre la suite du raisonnement, j’établirai 
d’abord une proposition préliminaire. Je dis que, pour |4,| suffisam- 
ment petit, les séries (53) peuvent être dérivées terme à terme par 
rapport à 4,, les séries des dérivées représentant les dérivées respec- 
tives de & et p. — p, par rapport à £,. , 

A cet effet, j’observe d’abord qu'on a, avec les notations du n° 9, 


à or ARE: —t =e ORY 
i= TR NS (1+ F,) ei 
F OF 1 ag Se) 
h= nest) Fa PH 


: En s’appuyant sur les inégalités du n° 19, on déduit de là 


| Fae, On4+1— %, L)| << A’, 
(58) | EAU An+1 — Xp, É) | Æ B'e, 
| | F1 (Un Œn+1— Xo, t) — Fi (un, An — Ho, t) | —< C'(lgro)"s, 
tFa( tins nine Los t) ve CA e set An — Lo t) | << D'({qro)"e, 


et l’on aurait de même 


9 (ns 2) <wé, 
: 


Un * 
| . ren |< N’=, 
a 09(Hmt)  29( Ba t)| € 
Eos es = Tne ees 
D (ln t) D Y (Un | co lyr &, 


Onn , en. 

1 = —— ee - né = = gar = =. = ma ER nn nee a, * 
(1) La méthode employée cesse d'être valable pour /; = he=h et ky = h; et, plus loin 
(n"* 49 et 53) on se rendra compte pourquoi cette lacune ne peut être comblée à l’aide 
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et, dans toutes ces inégalités, A’, B’, ..., Q’ désignent des nombres 
positifs indépendants de n et r,. Revenons alors aux équations(16); 
elles donnent 


0% do I 
| dt, Û dt, te 
puis 
Oo, Oa l ne € 
Ut eh, N)-= eit mae 
et 
Op Op l a pele: ee Poet 
Oi Ot, A Pert Be CARTER =, Fra) 
En général, supposons qu’on ait obtenu, pour 7 =0, 1,...,2 —1, 
: Otyey O08; ë | Oyun Opey CR ae Ren Sere 
ea) re los, an ou. ae 


en s’appuyant sur (58) et (59), on prouverait aisément que les rela- 
tions (60) sont encore vraies pour 7 = 7, à condition de prendre 


Kriz (a' I, + B'X,) ryt SI’ (lgro)", 


K n41Z CMa tary X, + g'(lgro}", 


ota’, D, c', d’, f’, g’ sont des constantes indépendantes de n et r, (*). 
Or, on oe ces elie en prenant 


(61) Hey = (gro), Hy = X (lg ro). 


à condition que g' satisfasse aux relations 


EC) = BX, j 


| (aH, + b'X,) + d'X 
g'>4; lq > ————? lq’ > Ca Ky + BIH) + AM, | 
ea 


K 4 — c' fi — g' 


Dès lors, le résultat annoncé est une conséquence immédiate de (60) 


des seules ressources de notre théorie des caractéristiques. Le problème à résoudre est 
un de ceux qui relèvent du prolongement des caractéristiques (cf. n° 55). 
(*) L'examen -du cas 2 =o montre aussitôt que Yon doit prendre pes JE 


Hi > cf +g". 
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/ 


et (61); et l’on peut affirmer, en outre, que pour |£, | assez petit, on a 


Ke’ + 20 €. 


€ 
plage 


(es Ot, 


da 
es JC, E, 
lo ae |<2 1, 


24. Et maintenant, nous pouvons traiter le cas d’exception signalé 
plus haut, où (57) n’est pas vérifiée. Soit À, une valeur satisfaisant 
aux inégalités (compatibles pour 7 assez be 


(63) fan li heat ; 


lorsque n est assez petit, la méthode du n° 19 permet de trouver un 
nombre positif R,, tel que pour |¢,|SR,, on puisse calculer une carac- 
téristique A(t) prenant en ¢, la valeur A, (‘); 4, vérifiant cette condi- 
tion, appelons T, une quantité quelconque, mais telle que T, + sw 
appartienne aS, # étant une quantité quelconque de module égal à 1; 
nous allons former une caractéristique A(¢) qui, pour T—T, (?), 
prendra la valeur A,, satisfaisant à 


(64) k [ho Ma | < fn. 
Soit T, la quantité (très voisine de T, pour 7 très petit) donnée par 


ay 


i AVP) 


—1); 
posons encore 

os T, On? (avec |9| <1). 
D’après (63), on aura : ; AE 5 

1% 21 

(65) ne Tg =e] < x er, 
où x est borné; en vertu de la condition imposée à T,, on peut done 
former des caractéristiques prenant en 7 la valeur Ao. En particulier, 


si t=T,, le point T, J jouera pour la caractéristique correspondante 
le rôle d’un des points hy du n° 42, soit A,. _ Traçons le cercle Cy) qui 


. (4) Lest REP das. nié la suite, % on nib suite hie) conservera une. valeur ps 
(2) C'est-à-dire pour ¢ = ty eto, Ca , 
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lui a été associé; nous savons que si r, a été pris assez petit [a — h;| 
t, dans (+,), de l’ordre de n; on a done Co 
(66) 1A(T)) — Al < fin, 


otf, est borné. 
Or, v. étant toujours défini par la relation 


=f dh 
"Je AVP) 


(qui est indépendante de T, ou +), appelons ue, la valeur correspondant | 


à À, et UT, ) celle qui correspond à A(T,); en vertu de (eh) et (66), 
ona 


(67) re 
où f, est borné. Cela étant, considérons + comme une variable indé- 


Een et faisons-le varier dans le cercle (T°) de centre Tes de 


rayon n°. Puis, autour de T,, décrivons un cercle (C) de rayon n°; en 
vertu de (65), ces cercles seront extérieurs; de plus, + variant 


dans (T}), 4,(+) subira des variations de l’ordre de = au plus; par 
suite, le eerele y,(t), de rayon proportionnel à à nF, restera toujours 
intérieur à (C). Nous saurons donc calculer w et = en un point quel- 
conque ie ie pendant la variation de +; et il résulte de (62) que, 
sur (Se Y +1 sera de l'ordre de ry. Mais, à l’intérieur de (C), > ‘2 +1 


est une FMC à deux branches; soient ®, et ®, ces Sete on 
montrerait, comme au n° 22, que ®, + ®, et ®,®, ne peuvent avoir 
d’infinis à l’intérieur de (C) (*). Par suite, en appliquant l'intégrale 
de Cauchy à ces deux fonctions, qui sont holomorphes à l’intérieur 
de (C) et de l’ordre de r, et 7) respectivement sur ce cercle, on peut 


calculer i +1 en un point quelconque intérieur à (G), et la valeur 


(1) Pour abréger, on a posé A(T) = A(t ef). 7 
(2)-Du moins, pour 7» assez petit. 
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obtenue sera de l’ordre de r,; pour r, assez petit on aura donc 


d p(To) 


I 
Ot +1)<35 


oe 4 F 
donc, pour | <—T,| <7’, on a toujours 


I 
= — 
2 


0 (To) 
Ot 


Or cette derniére inégalité, rapprochée de (67), et du fait que, 


iota “ 
pour 7 assez petit, on a 2f,n° < n°, montre que l’équation 
= | ! BUN a, a) a Ho — 0 


a une racine 7 et une seule dans le cercle I’: c’est cette 1 racine qui 
nous fournira la caractéristique cherchée. 


TYPE EXCEPTIONNEL. 


Premiere sorte. 


25. Lorsque l'équation P(A) = o possède une racine double, 2, nous 
avons défini un secteur Z’ où l’on peut encore former des caractéris- 
tiques (n° 14 et 20); mais ce secteur, soumis à la restriction 5 <1, 
n’est pas assez étendu pour l’étude que nous avons entreprise. Aussi, 
dans le cas actuel, nous allons former un autre développement par 
approximations successives qui convergera dans un secteur différent 
du premier; les deux secteurs auront d’ailleurs une région commune, 
fait important que nous utiliserons dans la troisième Partie. Les nou- 
velles caractéristiques que nous obtiendrons ainsi seront toujours de la 
première espèce; elles seront dites du type exceptionnel, et en outre 
de la première sorte, pour les distinguer des caractéristiques de la pre- 
mière espèce, du type exceptionnel et de la deuxième sorte que nous 
construirons dans le cas, réservé jusqu'ici, où P(A) est identiquement 
nul. 
Précisons d'abord un résultat énoncé au début du n° 13. Appe- 


, é ¥ , , SL , 
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lons (') r, l’une quelconque des racines de l'équation fondamentale 
déterminante relative au point « — 1 del’équation linéaire (E,,)(n° 1); 
et soit de même r, une racine analogue relative au point æ = 00; ceci 
posé, l'équation P(A) = 0 peut encore s’écrire 


+ 


(2r,+1)?A SE (27; Sn ap ee 


d’où, par dérivation, la racine double 


(68) i el 1) 


= >) 
DES el 
le double signe étant inutile dans la résolution de l’équation dérivée, 
puisque 7, et r, désignent des racines arbitrairement choisies; et 
l’on a 


(69) | SS Se (re a)": 


la correspondance entre co? et À, énoncée au début du n° 13, est ainsi 
complètement précisée. 

Or, je dis d’abord qu’on peut supposer 5  o; car l'hypothèse c = o 
entraine (?) h =o; et ce cas n'offre aucune difficulté. En effet, en 
reprenant alors la théorie des caractéristiques du type général, on 
trouverait 


YEN ENTRE TUTENE — 7%". 


Or, toutes les expressions th’ (j=1, 2, 3) étant de l’ordre de 
tlog’¢, on voit directement que les approximations (16) convergent 
alors pour = + n LÛ< = — 7 (etr, assez petit). 

Ceci posé, nous supposerons d’abord h différent de 1 et et nous 
chercherons les chemins du plan (T) pour lesquels [4°] tend vers zéro 


avec r, s désignant l’une quelconque des racines carrées de (69). Pour 
cela, posons os — ve", où, cette fois, 6 pourra varier de — + à +7, 


A i On ne confondra pas ce symbole avec la notation | # |. hs 
(2) Sauf pour 27.+-1= 0, mais alors P(A) serait identiquement nul, et ce cas a élé 
réservé (cf. n° 30). 
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appelons toujours y l'argument de T et posons 


cos(y +0 
70) D — At 
| cosy 
on aura [| =r, ct & devra être > 0. Donc, si s est complexe, à 


chacune des déterminations de o correspondra un secteur 2, (*) lieu 


oT 
des points T dont les arguments y sont compris entre — = — Ô et — 


2 
‘ . NS 2 
ou entre = et a — 6 (selon qu’on a sin 6<o ou >0); lorsque 5 


sera positif, il faudra donc rejeter pour 5 la racine négative. Le sec- 
teur Y, sera dit secteur exceptionnel; et pour chemin d'intégration © 
dans nos approximations ultérieures, nous prendrons la spirale du 
plan (#) qui correspond à l’un quelconque des rayons OA de X,. 


26. Cela étant, posons A = A + v dans l’équation (VI); elle s’écrira 


Jr is = — À += = + RE Sue = 
] Fr = & d 3 Eg 
( = ar £° a a à rt 


les a; étant des fonctions rationnelles de v et £, holomorphes par rap- 
port à ces variables lorsqu'elles vérifient les conditions (?) 


jr1—¢|>e, Jyt+th|>e, |v. B= 1] ae, 
(72) 
Jju+h—t|>e, fae, 


où € et e sont deux nombres positifs arbitrairement petits (le pre- 
-mier <r). Nous allons chercher maintenant des intégrales de (71) 
telles que ¢ tendant vers zéro sur €, v et ty’ tendent aussi vers zéro. 
Auparavant, nous ferons deux transformations préliminaires. 

Je dis, tout d’abord, que ¢ n’étant pas un entier (positif), on peut 


Loujours trouver un polynome 
q+1 


Q(t) Se ae | . 


j=1 


(1) On voit aussitôt que le secteur © défini au n° 13 posséde une direction frontiers en 
commun avec £, et conslitue un secteur partiel de © 
(?) En vertu des hypothèses faites plus haut sur hi ces ip ont un sens et sont 

compatibles avec le fait que v doit tendre vers Hare, 
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où g est l’entier immédiatement supérieur à & — 2 et tel que la fonc- 
tion €, définie par la relation 


q+1 
(73) CaaS. ajti 
‘ =1 
vérifie une équation 
, 7 + 4 ° £ : 
ee ge ER Ree C8 Fc), 


dont tous les termes, sauf le dernier, ont la méme forme que ceux 
de (91) (1). | | 

En effet, faisons dans (71) la transformation (73), en laissant indé- 
terminés les coefficients a;; développons les a; par rapport aux puis-— 
sances croissantes de ¢, et écrivons que les coefficients de ¢-', 2°, 
t, ..., 117! sont les mêmes dans les deux membres. Les a; devront 
vérifier un système d’équations linéaires qui se résoudront de proche 
en proche, le coefficient de a; étant 7° — o* (donc 40). 

Si s est entier, ce qui exige une relation /,(a, b, c, d) = o entre les 
coefficients de (VI), on aura 5 = 7 = g +1; et il sera généralement 
impossible de former un polynome Q(¢) répondant à la question. Mais 
alors on poserait 

if} 
=a +> aj ll + qr, tt loge; 


j= 


et l’on verrait aisément que & = g +1 n’étant pas nul, on peut tou- 
jours déterminer les a; de façon à ramener (71) à la forme (74); seu- 
lement cette fois, les 8; ne sont plus holomorphes en £ et y, mais en 7, 


tlogt et v. Exceptionnellement, ils seraient holomorphes en £ si l’on 


avait ds, = 0; mais ceci exigerait une deuxième relation 


f2(a, b, Cc, d) === Os. 
a — —_— ———————————— 


{1) Les 8; sont rationnels en ¢ et €; nous préciserons bientôt à quelles conditions ces 
fonctions sont holomorphes. Remarquons, en outre, que le calcul des a; est inutile 
lorsque s est complere : car on peut toujours trouver dans ce cas des rayons OA pour 
lesquels «<1, de sorte qu’on peut garder l'exposant g =—1 de la formule (PAS eu; 
d'autre part, ces rayons nous suffisent pour déceler l'existence de l'intégrale holo- 


morphe ¢(¢) du n° 27. 
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D'ailleurs, pour a,,, 0, rien d’essentiel ne serait changé aux calculs 
qui vont suivre; pour plus de simplicité, je me bornerai donc au cas 
où c n’est pas entier. 


27. La seconde transformation que nous avons annoncée repose sur 
l'existence d’une intégrale holomorphe, ¢(¢), qui vérifie (74) et s’an- 
nule avec ¢. Établissons d’abord ce point. 

Je rappellerai tout d’abord que l’équation 


possède l'intégrale 


| 1 d ae 1+6 f(t) d 
ess ¢ res + 
re | t rf (t) t = £ f(t) (4 


(en supposant, bien entendu, que les quadratures aient un sens); 
nous sommes ainsi conduits à faire les approximations suivantes : 


20 Le 0 FRE 
el ; | : a 


wx 


(75) S21 — re To(C,,¢ Dry t) dt — =f “ea o(S, Sno pe t) dt 


(où n — 0,1, ..., et où les quadratures sont toujours effectuées le long 
de 2). Etudions la convergence de ces approximations. . 

Tout d’abord, pour que les B; soient holomorphes par rapport hd 
et v, il suffit que les transformées par (73) des conditions (72) soient 
vérifiées; or il en sera certainement ainsi quand on aura 


(76) . Hess * oS 


e, ete, étant os nombres positifs qui ne dépendent que de a, b, c, d. 
Ceci posé, désignons par / un nombre positif que nous définirons 
comme au n° 18, et observons qu’on a (pour FRS cn ee | 


| o(0, o, t) | < A r, 
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où A est borné; il vient alors é; 


e lA7rI+2 T I . 
[5s |< ——— {| ———_—_. + —____] = in [eo Ee 
26 VERS J+2+T 


lArt+? I ) 1 
2 J+2—T J+2+T 


PAIE ) = oH rr, 


de sorte que, pour r assez petit, €, vérifie (76). En général, supposons 
qu’on ait obtenu 


(77 lé lemme, MO oo rt pean, Oe Tes 


CS) lesa Wyre, ie) Hire ET, à. n)s 


les C; vérifieront bien (76) pour r assez petit; et, de plus, on trouvera 
sans peine, en s'appuyant sur les conditions précédentes, 


M 


a | En — Saat | a | Ca En-1 | 


lo(éss ox t) ONG kgs ere t) | <a 


(M étant borné et indépendant de 7), d’où, en vertu de (78), 


| IMH,(1+6) ù ; ; 
| | Cn+i— Sn | TN 
v a 
j 
et 


H 
Be oie on) AP se r+n+2. 


Les inégalités (78) seront donc vraies quel que soit 7, à condition de 
prendre | 


d’où 


et les modules des termes de la série 


É = Gr (Sa— 01) ++ (Cosr— Sn) => 


iii =” ae Le <<. ei S'S 
‘>. . 4 4 7 , 

= 

+ 

a 

= 

sl 

| > 
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seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la série 


Z= Mr] s + = ++ _. +.. 4 = Eirias 

Dès lors, les approximations convergeront absolument et uniformé- 
ment pour r<r,, 7, étant assez petit [pour que les conditions (76) 
soient sûrement vérifiées par tous les &, |; leur limite C(z) sera donc 
une solution de (74). De plus, chacune des fonctions &,, ..., ¢, est 
holomorphe dans le domaine de l'origine; il en sera done de même de 
leur limite {(£). Nous avons ainsi démontré que l'équation (V1) posséde 
une intégrale À,(t) holomorphe pour t = o. 

Et comme o? peut prendre deux valeurs, il en résulte que (VI) possède 
en général (') deux intégrales A,(¢), A,(¢), holomorphes pour {= 0, 
et se réduisant (?) en ce point à l’une ou l’autre des racines de 
l'équation 

4b+r 


b(a+b+e+d+1)— TS = 0 


28. Nous allons utiliser maintenant l’une de ces intégrales, soit 
À, (4), pour simplifier la forme de (71); posons 
(79) A= A,(E)+ p; 


_e vérifiera une équation de la forme 


! 2 


(80) pt Patan + eG + 10+ WP = HP Pye), 


analogue à (71) (mais où le terme correspondant à «;:¢ a disparu ); 


(*) L'une de ces intégrales (ou les deux) pourra être holomorphe dans certains cas en ¢ 
et tlogt (n° 26). Dans ce cas, l'équation (VI) possédera une (ou deux) familles d’intégrales 
holomorphes en ¢ et ¢logz; et même, si la relation fy(a, b, c,d)—0, dont il a été question 
à la fin du n° 26 est vérifiée, l'équation (VI) possédera une (ou deu:c) familles d'intégrales 
holomorphes pour t = 0. Au fond les intégrales étudiées au n° 30 rentrent dans celte 
catégorie. 

(?) Appelons ry l’une des racines de l'équation r?— 7 — a = 0 ; on reconnaitra aisé- 
ment que pour 2(70—71— 7") —1=0 = c, l'une des deux intégrales précédentes se 
réduit à une constante. Abstraction faite des cas envisagés plus loin (note du n° 29, p. 289) 


Où (27y—1) (272+ 1) = 0, le cas précédent est le seul où l'équation (VI) puisse avoir une 
intégrale de la forme à = c 


1 — 


bg it di le à M di Sie CR riun dix SU LÉ Le, SSD 
AY 


Bins MTR ATTE EAT | C 2 
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les y; sont d’ailleurs holomorphes en p et ¢ (mais, en général, non 
rationnels en Z) pour r et | o{ suffisamment petits. Je dis maintenant 
que (80) possède une infinité d’intégrales o(t), dépendant d'une cons- 
tante arbitraire A, et s’annulant (ainsi que to’) quand t tend vers o 
suivant €. Pour le prouver, je procède encore par approximations suc- 
cessives, en posant | 


1 — À sa 
Po — AUS, 


(81) OT ak es fr! 
Pn+1— ae Pate, Pn: ouf EEE. 0e Ont a) dt + AUS, 
€ 0 


où ñ — 0, 1, … et où les quadratures sont toujours effectuées le long 
de 2. Or la convergence de ces approximations s'établit de la même 
façon que pour (75); c’est ainsi qu'on démontre qu’il existe deux 
nombres positifs, K, et #, (le premier ne dépendant pas de 2), et tels 
que, pour r assez petit, on ait 
TH CAR" 


n! 


(fh, 70! je 


K, : 
ET on 221 D et |E(pnu—puu)| < Kier ——, 


w désignant le plus petit des nombres & et 1, d’où 


| pi Rire che 
et, de même, 
Le ere enr, 


.et l’on montre que la fonction-limite pg, dont on a établi l’existence 
“pour r suffisamment petit, est une intégrale de l’équation (80) telle 


que les quotients 


tendent uniformément vers 1 lorsque ¢ tend vers o sur €. Observons 

d’ailleurs que #, contient en facteur /, c'est-à-dire 1: cosy (n° 18); 

comme les 9, doivent vérifier des conditions de la forme |¢,|<¢,, on 

voit que la limite supérieure r,, imposée à 7, décroit en même temps 
% 3x ea ee | 

QU PES Que ET CT 


# 


(1) C’est pour cette raison qu’on a fait la transformation (79); rien n’empéchait d'étudier 


288 RENÉ GARNIER. 


Enfin, suivant les deux déterminations que l’on peut prendre pours, 
il existera deux faisceaux d’intégrales de (VI), dépendant d’une con- 
stante arbitraire A et tendant vers A; les secteurs Ë, et Z, où sont 
définis ces faisceaux s’excluent d’ailleurs mutuellement; seule, l’inté- 
grale holomorphe correspondant à 5*, qui doit être considérée comme 
commune aux deux faisceaux, converge dans la région ©, + 3. | 


29. Nous allons étudier maintenant les deux cas réservés plus haut, 
où l’on a À — 1 ou 3; on doit donc avoir 27, —1— 0 ou 2r,+1—=0, 
c’est-à-dire 4b+1=0 ou a+b+c+d+1=o0. Considérons 
d’abord le premier cas; pour le traiter, nous poserons 

BS em re ha 
satisfera à l’équation 


4 
p'+Ë—(a+b+e+d+n£ 


a+b+c+d+1 = 
LS (1--t)? 


+Fu-o| 


+( I Ke I ) pep! 

ete 1— + p? so nero 

TE | a+7 tes ms 
(1— ty? _(1-+ pu?) (1—t+p*yp Ee 


et, dans l'hypothèse où a+b+c+d+1 est différent de o, la 
méthode des n° 26-28 s’appliquera encore. De même, dans le cas 
obat+b+c+d+1=04£46 +1, on posera d= w?, et l’équation 
en yw pourra être traitée par les méthodes qui viennent d’être 


les intégrales de (74) comme on a fait pour celles de (80); mais les coefficients de (74) 
dépendent des a; dont le nombre croît avec 1 : cosy, ce qui complique la limitation de ro 
en fonction de y. On aurait pu aussi étudier (74) ou (80) par la méthode de Briot 
et Bouquet, fondée sur l'emploi de majorantes tayloriennes; mais une telle méthode 
n’aurait pas été appropriée au but que nous nous proposons dans la deuxième Partie. — 
Le procédé de Briot et Bouquet aurait fourni À sous forme d’un développement procédant 
suivant les puissances croissantes de ¢ et 49; mais, avec notre méthode, ce point résulte 
aussi de ce que chacun des termes de la suite uniformément convergente (81) admet 
un développement de la forme précédente. . 
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exposées ('). En définitive, le seul cas qu'il nous reste à étudier est 
celui où Yona 4b+1=0=a+b+c+d+1(ou2r,=1=—2r.,). 
D'après (69) ¢ est nul, de sorte que P(A) s’évanouit identiquement. 
C’est ce cas que nous allons aborder; les caractéristiques que nous 
obtiendrons alors seront dites de première espèce, du type général et de 
la deuxième sorte. 


Deuxieme sorte. 
30. Soit À, une quantité arbitraire, mais non nulle, et que nous 


supposerons d’abord différente de 1 et 2. L’équation (VD) s'écrit actuel- 
lement | 


? tee Aa: I 1 
Le NS ira C++) 


î ‘ 
(A —:1)À 2h(A—1)(A—t2) Hat ELDEST). cee | 
GG —0 t(t—1)? 72 PET =9(A',A, ¢); 


nous allons chercher des intégrales de (82) telles que ¢ tendant vers o, 
4 tende vers À,. A cet effet, je remarque d’abord que l'équation 


ae A pce) 
admet la solution 
dt LA 
Rd el of t f(t) dt 
© 0 t 0 


(en supposant, bien entendu, que les quadratures aient un sens). 
Faisons donc les approximations suivantes : 


i t t ; 
(83) Ini dot fF f tends t) 4, 
0 0 3 


où m= 0, 1, ... et où les quadratures sont effectuées le long de la 


spirale correspondant à un rayon quelconque OA du plan (T) (l'argu- 


(1) On reconnailra immédiatement que les deux intégrales holomorphes A; (2) et As(¢) 
du n° 27 coincident toutes deux ici avec l'intégrale À = 1 (ou À-1 = 0); ce sont les deux 
cas annoncés plus haut [note (2) de la page 286] où l'équation (VI) possède encore des 
intégrales de la forme À = c. 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — OCToBRE 1917. 37 
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ment de OA étant compris entré = + y et = —h): il faut démontrer 
que pour r<r, suffisamment palit, les approximations (83) convergent 
régulièrément vers une fonction-limite qui répond i à la quéstion. 

Or la démonstration se fait comme au n° 27; on établit que, pour 7, 
assez petit (ne dépendant que de a, cet A, ), tas fonctions (83) et leurs 
dérivées satisfont aux inégalités - 4 


feel prvi keri at 


(n+1)!’ 


Eee 


2 


LÉ 


H, ne dépendant que de a, c et À, ; & dépendant en outre de n, à cause 
du facteur /; et la convergence uniforme des approximations pour rr, 
en résulte aussitot. Mais, nue (83), chacune des fonctions A, est 
holomorphe pour r <r; l'intégrale de (82) que nous venons de définir 
est donc aussi Ldorae dans le voisinage de l'origine: et l'on mon- 
trerait aisément que pour ¢ = o cette intégrale se réduit à À,. 

Nous avons supposé À, différent de 1 et 20; dans le cas où il en serait 
autrement, on ferait l’un des deux changements de variable indiqués 
au n° 29, et l’on traiterait l'équation en w exactement comme (82) ('). 
On en déduira une conséquence importante, qui résume la théorie 
des caractéristiques exceptionnelles de la deuxième sorte : on peut 
trouver un nombre positif r, ne dépendant que de a, c et n, et tel que 
pour toute valeur t, de module inférieur à r,, on puisse former des 
caractéristiques exceptionnelles de la deuxième sorte, satisfaisant à (V1), 
et dont les inverses sont holomorphes pour |t| < r, et prennent pour t = 0 
la valeur arbitraire ,' (de module borné, soit |A,'| nn! ). 


Caractéristiques de deuxième espèce. 


31. Je vais montrer maintenant qu'on peut former pour (VI) des 
caractéristiques À (4) qui tendent vers o lorsque 7 tend vers ole long de 
chemins bien déterminés, et cela de telle sorte qu'il existe un 
nombre  (o <w£1) pour lequel [kt-*]| reste borné supérieurement. 


(1) Nous aurons à utiliser plus loin l'équation en x cor respondant à à hg= © [voir for- 
mule (104), n° 44]. 
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il indiquerai les conditions initiales qui définissent ces caractéristiques 


après avoir fait connaitre une forme nouvelle que l’on peut donner 
à (VI). Posons (') 


(84) 


. £ à * x , en * * 
nous allons substituer à (1) un système (x) qui sera vérifié par À et x. 
En vertu de (VI) et de la seconde équation (1), on a (en gardant pour un 
instant l’ancienne variable À) : 


A—t (A—t)? 
é(é—1) [ A? /1 nt I 2 (À —1) (A—t) Og 
Gr) e2(¢—1) i | 
Or la première équation (1) donne 


(86) Je A) ee el pe tral + (0, )| =03 


er rane or a oe 


t(é—1) e?(¢—1)? 
posons | 
eee S| ha eu beri! Gers 
ee r= eG cp DATES Er Een 


/ 


4d+2 2 1 I 
ee eee 


oe hi A= 7) 


nous déduirons de (86) 


ed 


(88) 


Substituée dans (85), cette valeur de A’ donne, après des çalculs 
faciles, 


+ 
os 


| F 3 
A(A—1) (A—24) 24 ha+t MEL 4c 
Sg een re ee 


+2(d-+1)( LT 


(1) La différence 3 — 4 n'est autre que le coefficient 8 du n° 4 (voir Thèse, p- 51). 
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Introduisons maintenant notre fonction A et nous pourrons écrire (1) 
sous la forme 


| ia yess, sey 
É—1 
x (Ocean 
CO = 
2(¢—1) 
La QT 22% dati, bee 
APR) i Pick | 
Pleine 22 de )|-35 
PE À ti —1, < 


et l’on a, en vertu de (87), 


(89) ‘Ai SS 


ho fate. (4b+n8 
X ee eee ao ee 
| HQE 1) (eR) à (ia 

( 


‘ rente Care )|=26.0. 
eee PET kM Ake 6 Coe 


+ 
. 


(t— 1)2(A, t) étant un polynome en À et 4, du quatrième degré en À 


32. Nous allons montrer maintenant que, % et re étant des con- 
stantes bornées quelconques et e un chemin convenablement choisi, 
on peut trouver une intégrale de (x) répondant aux conditions du n°31, 
et telle que, ¢ tendant vers o, x tende vers oo tandis que ¢ tendant 


vers ¢, (de module assez petit), À tende vers xe 
A cet effet, appelons A, ce que devient A quand, dans (89), on 


* 
remplace ¢ par o et « par «,; nous aurons 


* 


fo So ee 
F À 32 ces: NG beats 


As 


a , a # r , 
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ou encore, en posant 


(7) s=hlate+ti—a), 
(5) AS (ha En) =) + he ni Alt 1) S PQ), 


| de 
et le polynome P(i) jouera maintenant un rôle analogue à celui 


_de P(A) pour les caractéristiques de première espèce. Ceci posé, nous 


ey A aT > > 1A à 7 é 
pourrons écrire la premiére équation (1) sous la forme 


D in 
VP(i) (¢—1) VB(3) cea 
Cis 


mais on pourra assujettir À, « et ¢ à vérifier des conditions de formes 
analogues (') a celles de (7), (8) et (9), et cela de facon que le 


pe TU . ° 
second membre de (6) diffère arbitrairement peu de 1; dès lors, en 
posant : 


3 
mah 


(13) D _— a ’ 
. VBG) 


. "NO , . iS a 
il sera loisible d’écrire (7) sous la forme 


je TER CR * 
= i+ Fu, 2—%, 1), 


(14) 


oS aa t) +d(p, ¢), 


où les nouvelles fonctions jouissent de propriétés analogues à celles des 
fonctions correspondantes du n° 10. Il est donc clair que tous les résul- 
(1) On aura déjà remarqué que À joue un rôle analogue à celui de À-1 (et non à celui 


*+ + * 
de À); ainsi c'est | re 5. qui reste borné au lieu de |i 1-1] (on a posé wW=1—, 
notation plus symétrique, que nous utiliserons plus loin). Et l'on pourrait multiplier les 
remarques analogues. 
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tats qui ont été obtenus à propos du système (14) s'appliqueront au 
33 . . 
système (14); aussi, je ne m’arréteral pas sur ce point. 
Je montrerai plutôt comment la théorie des caractéristiques du type 


exceptionnel s'étend au cas actuel; ce fait résulte immédiatement de 
ce que (VI) peut encore s’écrire 


(V1) Ms (px : FE £ je 
À M 


Per Py de 
LIÉE À ART re 
(ee Et — 1) 


<x] (a+b+c+d+i)t— — A a ee 
| Fe QU CN, 


les résultats des n° 25 à 30 s'étendent alors immédiatement, Ainsi, 
on aura cette fois (‘) 


(68) ps te 


2(79— 7) 
r, et r, désignant deux quelconques des racines des équations fonda- 
mentales déterminantes de (E,,) (n° 1), relatives aux points «=o 
¢ 
et «= respectivement; et A est bien la seule racine double que 


* * 
puisse avoir P(A) = 0, ce fait arrivant d’ailleurs pour 
(69) = = 4 (re— rs}? 


Enfin, on intégrera (vi) par approximations successives en posant 


À = h + et en procédant comme aux n° 25-27. 

En définitive, on voit donc que la théorie des caractéristiques de 
deuxième espèce sera calquée mot pour mot sur celle des caractéris- 
tiques de première espèce. 


(1) Cf. la note précédente. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


33. Dans la première Partie, nous avons appris à construire des 
développements qui représentent les intégrales de (VI) le long de 
certains chemins €, de longueurs bornées (en fonction de ns et 
convergeant vers zéro. Nous allons maintenant résoudre le problème. 
inverse que voici : étant donnés une intégrale quelconque de (VI) et un 
chemin £ de longueur finie convergeant vers zéro, peut-on trouver une 
caractéristique qui, en un certain point ¢ de £, prenne les mêmes 


valeurs À et « (ou? A et x.) que l'intégrale es Si la réponse est 
affirmative, il en résultera ont que le long d’une spirale ¢ (') 
issue de z, l'intégrale et la caractéristique bn constamment; 
et l’on aura ainsi démontré qu’il ne saurait exister d’autres caractéris- 
tiques que celles de la première Partie. Ce point acquis, nous n’aurons 
plus qu’à utiliser nos caractéristiques pour faire, en toute sécurité, la 
description détaillée de notre intégrale dans le voisinage de l’origine, 
ce qui constituera l’objet de la troisième Partie. 


34. Je commencerai par établir un lemme préliminaire important 
pour notre but actuel, et dont voici l'énoncé : 

Soient A(¢) une intégrale quelconque de (VI), £ un chemin analytique 
quelconque de longueur finie, convergeant vers zéro, et o un nombre 
réel, compris entre o et 1 au sens étroit. Ceci posé, ou bien il existe sur 
+ une infinité de points arbitrairement voisins de zéro pour lesquels | «| et 


|e°A-"|, ou (al et |e oi sont bornés simultanément ; ou bien, st aucun 
des deux faits précédents n’est exact, on peut substituer à £ un chemin 


de longueur finie en tout point duquel l'une des quantités Levi | ou 
|# x] (choisie à volonté) est constamment bornee. 


(*) Déformée au besoin, comme il a été dit au n° 18. 
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En effet, supposons que la seconde alternative ne soit pas déjà 


TT ES 
réalisée sur £; on peut done marquer sur £ une infinité d’ares £,4:, 


L 
ee N CR 5 XL ; A 
lits tstg,... convergeant vers zéro, et tels que le long de chaeun d'eux 
on ait |¢°A-'|<1, l'inégalité opposée étant vérifiée sur les arcs 


tyt;, Lits, …. Il en résulte que lorsque ¢ décrit un are de la première 
0 . CPAS i . . ; = i 
catégorie par exemple, soit 4,4, le point À décrira un arc À,À,, ayant 
ses extrémités A, et A, sur un cercle (y), de centre O, de rayon 7° et 
tous ses autres points à l’extérieur de (y). Or prenons À comme 
variable, et faisons décrire à A le plus petit des deux ares limités par 
A, et À, sur (y); le point ¢ décrira un chemin(7,/,) pour lequel on 


Ce 


aura |/°A~'| =1. Et, en procédant de même pour £,4,, ¢;2,, ..., nous 
aurons substitué à £ un chemin £’ le long duquel on aura constam- 


ment Jed] <i ('). Mais, pour l’objet que nous avons en vue, il est 
essentiel d’établir que la longueur de ¢’ est finie; et, pour cela, je vais 


aN 
a) 
> 


évaluer le rapport des deux longueurs s, et s, des ares t,t, i,t, et (1 
Revenons aux ejpavens (1) et MEE 


‘2 /- 


puis prenons æ comme nouvelle variable; le système (1) s’écrira 


at t(t—1)¥ 
da VX—yY 
eee 322 : 


(90) whe | 


da ~ ques J'Y 
Avec 
X=4æ(1—x)(1— tx), 
—Y=(ha+i)(i—r} (tte) +(4b+i1)(1— tarp 
+éc(i—2}+(4d+a)(G=z) (1— tz"), 


yt ie tx acty*?(1—2) 
RSR [a |. 


(1) Il est clair qu’un procédé analogue, appliqué aux arcs de la seconde catégorie 
conduirait à un chemin £’ en tout point duquel on aurait | 2A-! |< 1 | 
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Or, sur les arcs 4,2, fé, t), -.. ona|axd|<1 et, de plus, | y| est tres 
petit : sinon il existerait des points (arbitrairement rapprochés de 
l'origine) pour lesquels on aurait simultanément [#X-'| <1 et | «| 
borné et la première hypothèse de notre lemme serait réalisée. Il nous 
faut donc étudier l'intégrale de (90) qui, pour a= a,, prend des 
valeurs de modules très petits, 2, et y,; et nous obtiendrons encore 
une telle intégrale par la méthode des approximations successives. 
Auparavant, remarquons qu’en vertu des conditions imposées, |Z| est 
borné (et même très petit avec r); de plus, pour | (1 — a)| borné 
inférieurement et supérieurement, |X —y?Y| est supérieur à un 
nombre positif fixe; et, si|æ| est très grand, | ¢a| devant être très 
petit, X sera comparable à — 4x?, tandis que — Y sera comparable à 
(4a+4c+i)x?. X—y?Y ne saurait done s’annuler que si x. 
s'approche de o ou de 1; mais alors, en entourant, par exemple, le 
point æ—=(a+b+c+d+i1)y; dun cercle (y,), de rayon pro- 
portionnel à y;, on voit aussitôt, d’après ce qui précède, que 


ss ; ’ Ot 
y(X—y’Y) “restera borné (supérieurement) si x n’est pas intérieur 
à (Yo), et silyy,'—1]| et |¢| sont très petits; et l’on entourerait de 


a . I 
même le point #=1— (b+ z)r: d’un cercle analogue (y,). Cela 
étant, faisons les approximations successives suivantes (') : 


LT) =f, Fo) = Yo 


op Enel ae : 3 ¥n(ln—1) dx 
ee =f ee 
To 


et 


VX Cu 0) — nV (bn, 2) 
ou ‘E ie = LE Las es dx 
ln =) PT 
ae : 7 “4 VX (Envi, ©) —YRY (lnt1 Z) 


où n=0, 1, ... et où les intégrales sont prises sur un chemin de 
longueur finie, extérieur à (yo) et (y,) et vérifiant la condition 
|x(t,)’|<1. En procédant comme nous avons souvent fait, on 
démontrerait la convergence régulière des approximations pour |é, | et 
|y, | suffisamment petits (*); les fonctions-limites ¢(a) et y(a) véri- 
(1) La méme méthode permettrait d’établir la relation analogue à (92) que M. Painlevé 
déduit de « théorèmes bien connus de M. Poincaré ». [ Cf. p. 298, note (?)]. 
(2) De façon que | ynyvo! —! | et | #, | restent toujours très petits. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — OCTOBRE 1917. 38 
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fieront donc (go); et, en vertu de (91), on pout les écrire sous la 


forme suivante : 
( “(x)= tr + (23 to; Yo, Lo) ], 


(92) | JS) = Yol1 + 8223 lo, os Lo) | 


e, et #, étant des fonctions de modules très petits avec [7,] et vals 
nous supposerons, par exemple, [e,| < -; Ot lege ~. 


La convergence des approximations et les relations (92) ne paraissent 
établies que lorsque x n’est pas intérieur à (y,) ou (y,)- Mais, lorsqu'il 


n’en est plus ainsi, les pôles des quantités à intégrer étant d'ordre =» 


les approximations restent toujours possibles (‘); et l’on en déduira 
aussi que les formules (92) restent toujours applicables. | 
Appliquons maintenant le raisonnement de M. NS ); prenons 


comme conditions initiales ME patel eee (1, ); et appe- 
lons 6, et 5, les arcs décrits par x, “correspondant respectivement aux 


chemins 7, ty et (7, 2 : on aura 


(n—t)ty| 
— | das SN ii à 
= [dei ME à 
VX—YY 
mais sur le cercle (T) qui correspond à (y) dans le plan (x), 


|X—y?Y| est égal à 4r-°°(1 +), € étant très petit, par conséquent, 
si [41 et |y,| sont assez petits, le rapport 


So 
FF Fe 


di 


V(X—y?Y)o; 
V(X—y?Y)o, 


reste inférieur à 2 pour {out couple de points x appartenant respecti- 
vement à 5, eto,; d'autre part, en vertu de (92), ona 


jl tye! <|ty|< AA 
ER RER | 


(1) On vérifiera que |y»Y5'.— 1 | et | tn | sont encore très petits. 
(?) Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 237-238. 


a 9 , , , , 
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il viendra donc 


. = SAS TT : : : 
Mais le dernier rapport est inférieur à => puisque 5, est le RE petit 


des deux arcs de (T) limités par À! et 4;'; en prenant ros ; on 
pourra donc écrire 


So 
RD TT 
Si 


ce qui montre bien que la longueur de £’ est finie. 


39. Je vais démontrer maintenant qu’on peut trouver des chemins £’ 
tels qu’il existe sur eux des points ¢ arbitrairement voisins de o et 
pour lesquels on a (w ayant toujours la même signification que plus 


haut) : 
1° Soit [2?A~'| et |x| bornés; 


2° Soit [7-7 | et | 0 | bornés. 


En d’autres termes, v/ existe toujours des chemins pour lesquels la pre- 
miere alternative de notre lemme est vraie, quelle que soit l'intégrale 
de (VI). if 

En effet, si elle était erronée, notre lemme nous permettrait de 
tracer un chemin ¢’ de longueur finie, en tout point duquel on aurait 
Feel eee ge par exemple; dés lors, pour que le théoréme actuel fût 
inexact, il faudrait que, sur ¢’, |a«='|1endevers zéro avec |¢|. Il faudrait 


t 
1 de 
fiat 


Or, d’après (1), on a 


croisse indéfiniment avec |¢-'|, sur le chemin £’. 


done que 


a do jy — vf I ar es Jde. 
her EE G on cope: oy DE 
ve, mae i 
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mais le chemin d'intégration £' étant de longueur finie, l'inégalité 
|A-'|<|e®] montre que le second membre de la relation précé- 
dente restera sûrement borné si | «| est borné inférieurement. Il existe 
donc, aussi près qu’on le veut de l’origine, des points de £’ pour 
lesquels || prend une valeur arbitrairement petite et notre théorème 
se trouve ainsi démontré. 


36. Soit alors £ un chemin, convergeant vers zéro et sur lequel la pre- 
mière hypothèse du n° 35 est vérifiée (‘); il existera donc des 
points, arbitrairement rapprochés de zéro, pour lesquels l'expression 
s?(t) = ha+4ce+1—4a(t) reste bornée (|¢?A~'| y étant inférieur 
à 1). Or supposons que s(t) ne tendepas vers l’une des valeurs (34); que 
[s(4)| soit borné ou non, on pourra toujours trouver sur £, arbitrai- 
rement près de zéro, des points ¢, pourlesquels s(£) prendra une valeur 
finie s, dont la différence avec l’une des valeurs (34) sera, en module, 
supérieure à un nombre essentiellement positif ». Or je dis que, dans 
ces conditions on peut déterminer une caractéristique de première 
espèce [A(t),a(¢)] prenant pour ¢=2, les mémes valeurs, soient 
(A,, &,), que notre intégrale en question. 

En effet, considérons toutes les caractéristiques définies comme au 
n° 8 par les conditions initiales suivantes : pour t=¢t,,\=A,; et 
pour £=0, «=a, + Oy (|9| <1), n étant un nombre positif arbitrai- 
rement petit; pour toutes ces caractéristiques, |h;' — k;' | sera supé- 
rieur à un nombre positif fixe, ne dépendant que de ¢ et y. De plus, 
en procédant comme au n° 23, on démontrerait qu’on peut dériver 
terme à terme par rapport à «, les séries (53) qui fournissent ces 
caractéristiques (?); et, pour |£,|assez petit (*), la somme des dérivées: 
reproduira et vérifiera la relation 


(93) 
ET 
(*) Les démonstrations qui vont suivre ont été rédigées pour des caractéristiques de 
première espèce; mais il est clair qu’elles s’appliqueraient mot pour mot à des caracté- 
ristiques de deuxième espèce. ; 
(?) Les nombres n et w relatifs à ces caractéristiques étant arbitrairement choisis. 


(*) Et indépendant de À, en vertu de la condition vérifiée par | 22-1]. [Cf la for- 
mule (54).] par | |. [Cf. la for 
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où H est un nombre positif borné ne dépendant que de x, ¢ et n. Enfin, 
par une méthode semblable à celle du n° 22, on prouverait que (93) 
est encore applicable à l’intérieur des cercles (Yx). Donc, pourr, =[4 
assez petit, on aura, dans tout le secteur S correspondant à l’une 
quelconque de ces caractéristiques, 


da 


dale tae 


2 


ce qui suffit à établir que l'équation « (¢,; &, A,) = %, a sûrement une 
solution et une seule x,, sous les conditions indiquées. Si done s(é) 
ne tend pas vers l’une des valeurs (34), l'intégrale en question coin- 
cide nécessairement avec une caractéristique de premiere espece le long 
d’une spirale ©, convenablement tracée, issue d’un point ¢,, suffisam- 
ment rapproché de zéro. 

Un raisonnement analogue s’appliquerait à la seconde hypothèse du 
n° 35; en définitive, le seul cas (‘) qu’il nous reste à examiner est le 
suivant : le long de £,|t®~'| est <1 et s?(4) TEND vers l’une des valeurs ¢ 
données par (34) ou (69); comme il est loisible de supposer que cette 
propriété est vérifiée pour tous les chemins de longueurs bornées 
convergeant vers zéro, nous pouvons supposer que £ est une spirale 
logarithmique ¢. Cela étant, je vais montrer qu'il ne saurait exister 
aucune intégrale distincte des caractéristiques exceptionnelles que 
nous avons obtenues dans la première Partie et qui possèdent effecti- 
vement la propriété précédente. Je diviserai la démonstration, qui est 
assez délicate, en deux parties, suivant que s est de la première ou de 
la deuxième sorte. | 


37. Considérons donc le premier de ces deux cas. Je dis, tout 
d’abord, qu’on peut toujours supposer que, sur €, À tend vers la valeur h 
correspondant à a (n° 25). En effet, s’il en était autrement, on pour- 
rait trouver sur ©, arbitrairement près de zéro, des points 2, tels 
que (?) |A, —| serait supérieur à un nombre positif fixe 7. Or, en 
vertu du n° 14, on peut construire des caractéristiques de première 


(1) Abstraction faite du cas analogue de la seconde hypothèse. 
(2) On a posé Ay = À(#1). iz 
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it estes —6 
espèce, aux conditions initiales A, et a, —=a igs RTS et conver- 


gentes dans un secteur S; auquel correspond, dans le plan (#), un sec- 
teur spiraliforme, dont le sommet est à une distance 7, de l’origine ; 
d’autre part, 7, ne peut être nul, car d’après (35) les coefficients qui 
interviennent dans les inégalités sur lesquelles s’appuie la démonstra- 
tion de convergence du n° 19 sont bornés supérieurement en fonction 
de n’. Dès lors, on peut appliquer le raisonnement du numéro précé- 
dent au cas actuel, et la conclusion que l’on obtiendra ainsi sera iden- 
tique à la première. 

Nous devons donc supposer que, ¢ tendant vers zéro, s(t) tend 
vers o et À vers la valeur h correspondante; il en résulte évidemment 
que, si l’on effectue sur A(¢) la transformation (79), les fonctions p 
et zo’ que l’on en déduit doivent tendre simultanément vers zéro. 
Toute la question revient donc à examiner si l'équation (80) possède 
d’autres intégrales répondant à cette double condition que les caracté- 
ristiques définies par les approximations (81). | 


38. Pour ne pas rompre l’enchaînement de la démonstration, j’éta- 
blirai immédiatement un lemme qui jouera bientôt un rôle essentiel : 


Soient f(x) et g(x) deux fonctions positives et continues lorsque la 
variable réelle x satisfait aux inégalités oS a1; supposons que ces 
fonctions s'annulent avec x, que g(x) soit croissante, et que, pour x = 0, 
la plus grande des limites du rapport r(x)= f(x) : g(a) soit égale 
à + > ; cela étant, je dis qu’d existe une infinité de points €, ayant zéro 
comme point d’accumulation et tels qu'en chacun des points £ on ait À LA 


FOIS | 
A f(æ) <f(§) (pour a < é) 
_-& : 

r(z)<r(&) (pour £ Lx) 


pes que soil x (efisfaitant aux conditions indiquées). 

En effet, introduisons la fonction auxiliaire y = f(a) — mg(x), | 
où m est un acné is positif; cette fonction est continue pour 
o£x£1; elle peut s’écrire encore y = g(x) [r(æ) — m]. Donc, en 
vertu de nos hypothèses, on peut affirmer que, si grand que soit m, il 
existe des points æ, arbitrairement voisins de zéro et pour lesquels 
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y est positif. Soit alors p (> o) le maximum de y dans l'intervalle (0, 1); 
appelons £,, la borne inférieure de l’ensemble E,, des valeurs de x 
pour lesquelles on a y=p; on sait que &,, appartient à E, et 
que y (Em) = p. Ceci posé, je dis que le point %,, vérifie les inégalités 
de l’énoncé; en effet, on a, quel que soit x, 


S (#2) —mg(x)S p=f (En) —meg(En), 


l'égalité n’ayant lieu que pour les points de E,,. Et, puisque g(x) 
est croissante, on tire de la 
f(x) — (Em Sm[g(2) — g(én)] <0 (pour LS es) 
et 
r(#)— rm) SU En) nm] En il <o (pour En <2), 
g(z) | L 

Notre théorème sera donc complètement démontré si j’établis qu'il ne 
peut exister un nombre € tel qu'on ait, quel que soit m, €<,,. En effet, 


supposons qu'il existe un tel nombre &, et appelons M le maximum 
de f(a) dans l’intervalle (0, 1); prenons pour m un nombre supérieur 


M : 
à —— ; on aura pour tous les nombres ¢,, 
&(E) 
J (Em) < M + 
& (Em) g(E) 
d’où 


En) ac m g(Em) <0; 


mais, pour toute valeur de x, comprise (au sens étroit) entre o et£, 
on devrait avoir 


| if CE) a m g(x) < f (En) = M &(Em) <0; 
et, par hypothèse, il existe, quel que soit m, des points x, arbitraire- 


ment voisins de zéro, pour lesquels le premier membre est positif : 


nous aboutissons donc à une contradiction, et les points &, ont bien 
l’origine comme point d’accumulation. C. Q. F. D. 


39. Revenons maintenant à notre probleme. Choisissons (arbitrai- 
rement) pour l’une des racines carrées de o? et prenons pour spi- 
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rale € l’une quelconque des spirales du n° 25, sur lesquelles | 27] tend 
vers zéro. Il faut prouver que, sur €, la fonction (4) déduite de notre 
intégrale au moyen de (79) se confond, pour un choix convenable 
de A, avec la fonction-limite des approximations (81). Pour cela, je 
me servirai d’un système d’équations intégrales vérifiées par g(4) 
et zo’(¢); il sera d’ailleurs sous-entendu que toutes les quadratures 
que l’on aura à effectuer seront évaluées le long de e. 

Tout d’abord, puisque p satisfait à (80) et puisque p, Zp’ et { tendent 
vers zéro avec ¢ sur la spirale ©, nous pouvons écrire 


t t 
(96) TTC at) de= f [tpl p ) oop ea ee ee 
0 0 


par contre, nous ne pourrions pas écrire l'égalité analogue où 5 serait 

remplacé par — oc : car nous ne sommes pas sûrs, a priori, que 

& (tp + 5p) tende vers une limite finie lorsque ¢ tend vers zéro; et 
c’est précisément dans la démonstration de ce point que réside 

toute la difficulté du problème. Pour le moment, nous devons done 
nous contenter d'écrire | 


(95) . fe ik Geer ouf Le eis ene ER 


0 


= Ugo lp — (th Foi + ot toa, 


¢, étant une valeur initiale que nous pouvons prendre, d’ailleurs, arbi- 
trairement petite. Cela étant, on a de (94 et (95): 


Pao ee k a “Fu(o', p, t)dt 
a ee 0 t)de+ (tgp +0 ,).t? 
20 J, } oP Po)-47, 
(96) 
to = ep Li-*b(p', p, t) dt 


+S [age Ps tae © =o (typ) + @ po). ae 


’ à QUE 2 ’ . ° n . , 
c'est le système d’équations intégrales que nous avions annoncé. 
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40. Je vais utiliser ce système pour démontrer le théorème suivant: 


St, lorsque ttend vers zéro (sur e),t-°p et t'~%p’ ne tendent pas vers 
des limites finies, on peut trouver, arbitrairement pres de l’origine, des 


points t pour lesquels les deux expressions précédentes restent bornees. 


En effet, puisque p et zp’ doivent tendre vers zéro, on peutécrire, 
d’après (80), 


[dere (= 2, 


Ÿ, (7) étant une fonction positive de 7 qui tend vers zéro avec r. Or, 
disons d’une fonction positive f(7), nulle avec 7, qu’elle est au moins 
de l’ordre à (positif), si le rapport ~* f(r) reste borné dans un cer- 
tain intervalle fermé (0, r,). Cette définition admise, supposons 
que Ÿ,(r) soit au moins de l’ordre (‘) go, g désignant un nombre 
essentiellement positif et différent de 1 (d’ailleurs quelconque). H 
existera donc un nombre M tel que l’on ait, sur € (?) : 


: thd IM \ 
i ti (o!, p, t) dt <i f ee Le ere, 
; | G—0® 
t | T IM a 
H+¢U(0', 0, €) dt M f DSL ris+1)o. 
(0 oe ) = : /0 (1 == g)o ? 


donc, d’après (96), [| et |¢o’| sont au moins de l’ordre g’a, g’ dési- 
gnant le plus petit des nombres g et 1; et, pour g>1, ilen todos 
aussitôt que a #°o et ¢'—*o’ tendent vers une limite finie lorsque ¢ tend 
vers zéro. Supposons done g<1; [p| et |Zo’| seront au moins de 
l’ordre go, et d’après (80), Ÿ,(r) sera au moins de : ordre 
g0=(g+a)s, adésignant le plus petit des nombres g et w~'. Mais 
on peut opérer sur g, comme sur g, et définir ainsi, par itérations 
successives, une suite de nombres g,, 2a, ---, Zn» Croissant et satisfai- 
sant à la relation g,2 g + na. Il existera donc une certaine valeur de nx 
bus laquelle on aura (*) g, > 1; dès lors, le raisonnement de tout à 


(1) Reopeions que w a été défini de telle sorte que, sur ©, | 45] = 7®(n° 2) 
(2) Voir au n° 18 la définition de /. 
(2) On peut toujours supposer que I’égalité est exclue. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — OcrToBre 1917. 99 
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’ ‘ ’ D Lee ’ 
l'heure montre qu'à ce moment on pourra affirmer l’existence d'une 
limite pour ¢-%p (et pour 4'-7£"). 

ate , - à = \4 dy 

Si donc #9 et 1-55’ ne tendent pas vers des limites, e’est qu'il 
n’existe aucun nombre positif g jouissant de la propriété précédemment 
définie; nous allons examiner ce cas. 


41. Dans l'hypothèse que nous venons de formuler, quel que soit le 
nombre positif g (non nul), la plus grande des limites de 7-8" ),(7), 
pour r tendant vers zéro, est +. Attribuons alors à g une valeur 
quelconque (inférieure à 1) et appliquons (') le lemme du n° 38 après 
avoir remplacé a parr, f(a) par v,(r), g(a) par rs”. Le lemme nous 


apprend qu'il existe des points ¢ = £, arbitrairement voisins de zéro, et 


tels que l'on ait sur ©, de o at, Me et de #4 a 4,, 


rey (7) > 7-8" 4,(r). On pourra donc écrire 


| SD 
| f as gp", nae <t f 
le 


~ 
r 


ro sie 
l (7 ~w\N~ 
a =| —— ! >) pw 
eee 2 JuGr 


= a TS tr ae £ yr), pe, 
0 


r'o ! , 
priclisee ri Ms ) an 
78 


™~ 


t 
fax ps aya 
0 


Donc, d’après (96), il existera des nombres positifs bornés, C et D, 
tels que l’on ait ; | 


“4 


0 (7) | <C aT Ps + Dre 


(98) 
et 
tor) | <auls) + pre. 


Mais, en vertu de la définition de Ÿ(2’, e, 2) (n° 28) et de 4,(r)(n° 40), 
SEC RE RE NA A ee of 1. RSR ER oon Pee LUE CT 


(1) Ce qui est évidemment légitime, puisque e(¢) est sûrement holomorphe le long 
de ©; Wi(r) est donc continue. 
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on peut trouver deux nombres positifs bornés P et Q tels que l’on ait 
nGerlen()+nsl +07 lou ()+p%e| 
Poule ed CRT Coa Pee Sp pees leo. 


Or, le premier membre est un trinome du second degré en 4, ” 
qui, égalé à zéro, admet deux racines : l’une finie, l’autre de la 


mw 


QU UN 
forme Rr”, R étant borné he méme trés petit avec r) : v, eo) qui. 
est très petit avec r doit donc être inférieur à la seconde racine; ct, 
d’après (98), on en conclut aussitôt les inégalités 


5 Peas wee el me, 


H, étant borné. Le théorème énoncé au début du n° 40 est donc 
démontré. 


42. Nous pouvons établir maintenant que {2 et 4'—7p" tendent vers 
des limites finies. En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi; le théo- 


™~ 


reme du n° 40 nous permet de marquer sur € une suite ¢,, ...,¢,,.-. 


de points z, de modules décroissants. Or, en vertu de (99), l’expres- 


sion 
fas ~w ~w ~m 
—— lZ, 1e aa mal 


29 


a Care petit que soit a un module borné; et il est donc loisible 


de faire coincider #, avec l’un quelconque des ¢, soit t,. Cela étant, 
a = ms 
considérons l'arc ¢,t,—-, suivi à partir de t,; le long d’une certaine 


portion ¢,¢’ de cet arc, on a sûrement 


je-sto|<H, et [e-ecp'|< Hs, 
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, * . 8 I = p le, ee { 
g étant un nombre qu’on choisira entre — et 1 et supérieur à 1 — @™, et 
LP 


H, étant borné. Des lors, en tout point ¢ de z,¢’, on peut écrire 


t 


es fa pe", p, tat 


fn 


(100) << Hire, : 


ow’ désignant le plus petit des deux nombres go et 1. On a, en outre, 


| 1 
ie [ Brod opt jae 


v0 


t 
ee [lue g(e, p, 9 de 


tn 


< . 
= 2 


a 


of SdB py fae 


0 


or, en vertu de (97) et (99), le module du premier terme du second 


MN mJ 
membre est inférieur à H,7-"7°"; mais on ar,<r; ce terme est 
donc inférieur à H,r°. Enfin, en procédant comme pour (100), on. 
obtient 


t 


| AR +5 Y(p!, 0, t)dt 


tn 


< Hy ret, 


Il; (comme H, et H,) étant borné (quel que soit 7); en définitive, on 
aura done . 


|2gt-# p(t) | <(Hy-+ Hy) re + y+ | e7| bn 9!(2,) + etn) I 


Or l'expression go + wo’ — a, égale à go +1 —& ou à (2g — 1), 
est sûrement positive en vertu de la façon dont on a choisi g; le pre- 


mier membre est donc borné sur l'arc ¢,2’ et la même conclusion s’ap- 
plique à |¢'-*o’(¢)|; les deux expressions sont d’ailleurs unifor- 


mément bornées par rapport à 2. 
| a À — 


Extrayons alors de ¢,¢,_, l'arc ¢,¢, et procédons sur l’are restant, 
à partir de 7 comme nous venons de le faire sur le premier à partir 


de #,. Deux hypothèses seront possibles : ou bien nous arriverons 
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ainsi en Z,—, au bout d’un nombre fini d'opérations et nous aurons mon- 

tré que les expressions | p(#)| et #'—° 0’ (¢)| sont uniformément bor- 
aw 

nées; ou bien il existera sur 4,£,_, un point-limite 2°, infranchissable 

pour nos constructions d’arcs. Mais cette derniére hypothése est 

absurde; car 9(z) est holomorphe en @°; par suite, si l’on a pour tous 


TS 
les points de t,0° (sauf peut-être en ¢’), [4 0(t)|SH, la relation pré- 
cédente doit être encore vérifiée en 2°. 

Done pe. est atteint au bout d'un nombre fini d'opérations; 


be 0(t)| et [2'—0/(#)] sont bornés le long du chemin e; et comme 
au n° 40, on voit aussitôt que of—* o(z) et '~70’(2) tendent vers une 


même limite finie, A, lorsque z tend vers zéro. 


43. Et maintenant il sera bien facile de démontrer que toute inté- 
grale o(¢) de (80), tendant vers zéro ainsi que ¢9’, se confond néces- 
sairement avec une des caractéristiques (81). En effet, nous avons 
maintenant le droit de faire tendre 4, vers zéro dans les formules QE 
à la limite, nous obtiendrons la relation 


Le ol ; 0 


t ee, 
== — I= 6) iin! Le pees 1+6 fe A 45 
a Phin! pet) ds 20 D W(o", p, t) dt + Au, 


et une relation analogue pour ¢o’. Or, soient ps, pi, -.., Pres les 
approximations successives qu'on obtiendrait par l'algorithme (81), 


en donnant à A la valeur A. On pourra écrire 
(4 
2 a(p any) AR f t'-2[ bo’, Ps th do, Pro t)| dt 
0 
t - = ie 
ces a+ [ pp", p, €) — (pr, pas t)] de 
Q , 


et une égalité analogue pour 1e 2.,,,)- Dès lors, si l’on applique (') 


(1) On supposera r assez petit, de façon que p et to’ vérifient les inégalités analogues 
à (77) qui s’introduisent dans la démonstration de convergence des approximations (81). 
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à ces équations un raisonnement classique dans l'intégration des 
équations différentielles par approximations successives, on constatera 
aussitôt que o(£) coincide nécessairement avec la fonction limite e(t) 
des approximations (81). 


44. Une conclusion identique s’appliquerait aux équations en p. 
du n° 29. Il ne nous reste donc plus qu’à examiner le cas des caracté- 
ristiques exceptionnelles de la deuxième sorte; en d’autres termes, 
nous allons résoudre le problème suivant : 


« Soit (82) une équation (VI) pour laquelle 


4b+1>0=—4(a+b+e+d+1); 


appelons A(Z) une intégrale quelconque de (82), telle cependant que 
sur un chemin €, de longueur finie et convergeant vers zéro, [7A | 
reste borné (avec o£w <1) et s*(1)=4a + 4c+1— 4a(t) tende 
vers zéro avec £. L'intégrale A(¢) se confond-elle avec l’une des carac- 
téristiques (83) définies au n° 30? » 


La réponse est affirmative; pour le montrer, j’établirai d’abord 
que £ tendant vers zéro, | À| reste borné inférieurement. A cet effet, 
je commence par effectuer sur le système (1) la transformation À = u?; 
il s’écrira dans le cas actuel (') 


(101) ¢(¢—1)*p?=— |« - (a+e+ 3) (casaaige 
+ (a+ 2) et) tnt) + (129) pt ep) | 


lee ne 


a—(a+e+7) opr eee ( 2): 
2 20 Ou 

102 Sn ns ie ee 7 aS 

(102) 7 + rere Kaa | 


(1) L'intégrale qui figure dans (102), et les autres intégrales de ce numéro, sont cal- 
culées le long du chemin €. F4 
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Or supposons que || ne soit pas borné (supérieurement); puisque 
[2° "| doit rester borné, les équations précédentes montrent qu’on 


aura 
| due | Æ K?r—°, 


K étant un nombre positif borné, d’où 


1 
Sarees BY 


(103) lu'|<Kr ? 


‘ , . J . Ô 
Dès lors, deux cas peuvent se présenter : 1° si l’on a © < =, l’inté- 


gration de (103) montre que |u| reste borné; 2° si l’on aw > : ee 
on déduit de (103) 
Han Ke 
1 I 


r ’ , ‘ 5j . G) 
K, étant borné, et w, étant donné par la relation — =>; —wou 


1—6),—= 2(1—o). 


Mais on peut raisonner sur ©, comme sur ©; et la relation précédente 
prouve que, w étant différent de 1, au bout d’un nombre fini p d’opé- 


. . L ony . 
rations, on obtiendra (*) un nombre w,< => et une dernière appli- 


cation du procédé montrera que |u| reste borné. 
tp’? 


ae reste 


Ce point acquis, (101) et (102) prouvent aussitôt que | 


borné; or la transformée de (82) par À = uw? peut s’écrire 


& p' x f ! (1— p?)p 
pen ee ( et SE 


re 
BG — p?) G — tp?) 1 Gun [= ane 
emer, t(1— t)? Re Ure tut) itd 
|¢@(w’, uw, ¢)| reste done borné quand ¢-tend vers zéro; par suite, 
dans l’égalité 
; t 
ie [ tD(u', », t) dt + const. 


“ts 
ne 


= [ 
(‘) On peut évidemment s’arranger pour ne pas avoir w (ou wp) = + 
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(qui se déduit de la précédente par intégration), on a le droit de faire 
tendre la limite inférieure vers zéro; et la constante est évidemment 
nulle puisque ¢?? doit tendre vers zéro avec ¢; on peut donc écrire 


ni 
(105) | tpi | €@(p',p, t)dt, — 3 


lo 


et, puisque |¢®| est borné, il en est de même de [y’[; donc x tend 
vers une limite finie, u,, et l’on déduit de (105) la formule 


Ait t 
p=} ef t@(p', pu, €) dt + po. 
HG 


Or, en partant de cette équation, on peut reprendre le raisonnement 
classique du n° 43 [adapté aux approximations du n° 30, qu’on aurait 
appliquées à (104) au moyen de la transformation À = u-*]; on éons- 
tatera qu’il n’existe qu’une intégrale de (104), ou de (82), pour 
laquelle s?(¢) tend vers zéro avec 4, tandis que pv. tend vers u,, ou À 
vers A,. Notre intégrale se confond donc bien avec une caractéristique 
exceptionnelle (de la seconde sorte), et les recherches qui faisaient 


l’objet de cette seconde Partie se trouvent ainsi terminées. _ 

En résumé, le problème posé au n° 33 admet bien une réponse 
affirmative, de sorte qu’une intégrale quelconque de (NI) peut étre repré- 
sentée sur tout chemin (de longueur finie) convergeant vers zéro par 
l’une ou l'autre des caractéristiques que nous avons définies dans la pre- 
mire Partie. Par suite, pour étudier dans le voisinage de l’origine une 
intégrale quelconque de (VI), nous avons le droit de la définir, non 
plus par les valeurs arbitraires prises en 4, par À et A’ (ou À et x), 
mais par la caractéristique de la première Partie avec laquelle elle coin- 
cide le long d’un rayon OA du plan (T). C’est ce que nous ROUE dans 

la troisième Partie de ce Mémoire. 


> 
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TROISIEME PARTIE. 


ind # Q he y 
45. Définissons d’abord ce que nous entendons par voisinage de 
l'origine. Soit 7’ un nombre positif arbitrairement petit (*); considé- 
rons la région (&), lieu des points T dont les arguments sont compris 


entre = + Wet? — y’; nous Il SU lomai: 
5 + et > — 1; nous appellerons vorsinage (ou domaine) de 


l’origine le lieu des points t qui correspondent à (&) en vertu d’une trans- 
formation (19) où |t,|=r, a été pris suffisamment petit (?). Ceci 
posé, la troisième Partie de ce Mémoire a précisément pour objet 
Vétude d’une intégrale quelconque de(V1) dans le voisinage de l’origine. 

Le problème ainsi posé se subdivise en deux étapes distinctes. En 
premier lieu, les développements qui fournissent la caractéristique 
que nous prenons comme donnée initiale de l’intégrale (n° 44, ad fin.) 
convergent non seulement sur le rayon OA qui supporte la caractéris- 
tique dans le plan (T), mais encore dans tout un secteur S de ce plan; 
nous aurons donc tout d’abord à étudier l’allure de l’intégrale dans le 


(1) On pourra prendre, par exemple, pour 4’, le nombre 7 du n° 9 

(2) La définition du voisinage d’un point transcendant O qu’on oes de donner s’im- 
posera peut-être comme la plus naturelle ou la plus commode dans d’autres recherches 
relatives aux fonctions multiformes, lorsqu’il n’existera aucun point critique arbitrai- 
rement près de O. Pour le problème actuel elle peut paraître trop restrictive; c’est 
ainsi qu’elle nous interdit d’étudier l’intégrale le long d’une spirale convergeant trop len- 
tement vers O, telle que r= 0—”, où m est un nombre positif quelconque. De même, 
l'étude de l'intégrale le long d’un cercle de rayon arbitrairement pelit, mais suivi une 
infinité de fois, nous entrainerait loin du « voisinage » de l’origine. En réalité, la discus- 
sion de la première Partie permettrait d'étudier l'intégrale dans une région du plan (¢) 
limitée par une spirale de la forme r = 6-” [cf. par exemple la formule (23)]; cette 
région serait donc plus étendue que celle qui correspond à (f ). Mais nous ne ferons pas 
la démonstration pour le double motif que voiei : d’abord la notion du voisinage que nous 
avons introduite plus haut nous suffit pour la solution du Der de Riemann qui est 
une des principales raisons d'être de l'étude actuelle. De plus, j'espère montrer dans un 
travail ultérieur qu’on peut faire 1’ = o et r,< o dans la définition du n° 45 sans que les 
approximations de la première Partie cessent d'être convergentes dans le domaine du 
plan (¢) ainsi obtenu. 


Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV. — OCToBRE 1917. | 4o 
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secteur S. Ceci fait, il s’agira de prolonger cette étude a travers 
; $ LJ ? LU 

toute la région (&); et, pour cela, nous aurons à rechercher d autres 
caractéristiques qui convergeront dans un secteur différant de S, mais 
présentant avec S un secteur commun §’; de plus, dans S’, les nou- 
velles caractéristiques devront représenter la même intégrale que les 
anciennes. Et ainsi, de proche en proche, nous finirons par recouvrir 
toute la région (A). 


46. Commençons par le premier problème, en supposant d’abord 
qu'il s'agisse d’une caractéristique de première espèce et du type 
général, s étant un nombre complexe, non nul et différent de ©. Rap- 
pelons d’abord que le domaine où nous savons calculer nos caracté- 


ristiques est formé par un secteur S du plan (T) dont les frontières 
3 


sont les droites OA, et OA,, d'arguments Es — 1, = — Yo OÙ y, et V2 
désignent les arguments respectifs de s(1 — n)=*—rets(r — n) "+1. 
D'ailleurs, nous sommes assurés que la convergence des développe- 
ments (53) a lieu uniformément sur tous les rayons OA intérieurs à S 
(au sens large); toutes les inégalités du n° 19 seront uniformément 
valables à l’intérieur de S; enfin dans Le plan (z) le domaine spirali- 
forme qui correspond à S aura son sommet à une distance de O essen- 
tiellement positive [mais tendant vers o avec 1 — w(')]; il ne sera 
donc jamais évanouissant. Cela étant, étudions l'intégrale à l'intérieur 
de S. | 


47. Soit D une demi-droite indéfinie quelconque appartenant à S; 
mous allons étudier l'intégrale sur (D). On a, pour un point quel- 
conque de (D) : T=T + uet(o£u<), où T et y sont constants. Je 
dis tout d’abord qu’on peut trouver un nombre réet w, satisfaisant aux 
conditions o£w <1, ne dépendant que de s et y, et tel que sur (D) 2! | 
reste borné supérieurement (et, en général, inférieurement). Un tel 
résultat constituera évidemment l'extension à A(t) d’une proposition. 
analogue, énoncée au n° If pour i’. | 

En effet, reprenons la représentation géométrique du n° 41 (fig. 1), 
et figurons les points M, M_,, M,, ayant respectivement pour affixes 


eer RE RER 
(1) Cf. la note du n° 19 (p. 271). ’ ; 
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s=ve",s—1 et s+1. Nous dirons que les rayons OA du plan (T) 
et ON, du plan (s) sont correspondants si leurs arguments respectifs y 

, : ; : 37 | ‘ 
et, satisfont a la relation y + y, = 3 le rayon correspondant à OM 
sera dit la médiane de S; enfin les rayons correspondant aux frontières 
OA_,, OA, deS seront intérieurs à l’angle M_, OM, et différeront arbi- 
trairement peu de ses côtés. Cela étant, l'équation (18) peut s’écrire 


(106) A= A e+ B+Ce-s, 


A, B, € étant trois constantes qu’on calculerait aisément en fonction 
de k,, k, et A,, et qui, dans le cas actuel (4, ZA, ) satisfont à la con- 
dition AC =£ o. De (106) on tire, grâce à (55) ('), 


(107) A= Ae 4+ OL) +B 4+ Ce—T(1+6,L7) (16 1<1), 


, Fe , de t\% 
L étant un nombre positif borné. Mais on a |e") | = ea avec 


__ ecos(y +9). 
—— er ris Ar UD 


\ + COS y 


—_— 

x étant égal à la mesure algébrique (?) de NM, pour que |2°A~'| soit 

borné supérieurement, il faut et il suffit qu’on aitw = MN. Supposons 
alors que (D) ne soit pas parallèle à la médiane de S; on auraw 0; de 


+ 
plus NM sera soit de sens positif, soit de sens négatif. Dans le premier 
cas, pour r, très petit, le terme prépondérant du second membre 
de (107) est le dernier, et, sur (D), £’X7" différera peu de 


Ce elw—siT — ue e(@—s) T +iuf@siny—esin(y+-6)] — Cre El@—s)T gi.ON , 


—_— 
de même, si NM est de sens négatif, 4°" sera tres voisin de 


A oy eorit ett. ON f 


D'où cette conséquence, valable dans les deux cas: si l'on marque 
sur (D) une suite de points T,, T,, ..., T,, ... (dont le premier est 


(1) Si Test intérieur aux cercles (Yz), on s’appuiera, en outre, sur les considérations 


du n° 22. . | 
(2) Comme au n° 14, N est l'intersection du rayon ON avec M_,M. 
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quelconque) à des distances mutuelles de Q = ON? toutes les valeurs 


prises en ces points par ¢°A~' seront, pour |2| suffisamment petit, 
finies, non nulles et arbitrairement voisines les unes des autres. 
Observons d’ailleurs que la relation (') 


1) À =S(A est-— ( e-sk) (1 + F) 
= s[AeT(1+ 9,Lry) — Ce + 9,L7y)] (1+ Lire), 


qui est une conséquence de (106), (14) et (42), montre qu’aux 
points T,, #*°N prend aussi des valeurs finies, non nulles et arbitrai- 
rement voisines les unes des autres. Aussi, en raison de la double pro- 
priété des points T, par rapport à A et à À’, nous appellerons Q la 
pseudo-période relative à la direction d’argument y; nous dirons de plus 
que w est l’exposant d’indétermination de À le long de OA. 

Supposons maintenant que (D) soit parallèle à i médiane de S; on 
aura © = 0. Dans (107) aucun terme ne pourra ètre négligé et, pour r 
très petit, A-' sera sensiblement égal à 


Aest.e-iu.ON 4 BL (Ce: st. eiu.OX, 


Sur (D) on pourra donc marquer deux suites de points soient T,.,, 
Tye ess Te ces UT Tee Tim (dont ie RE 
conque), tels que les points de chaque suite soient séparés par des 
intervalles égaux à la pseudo-période Q = 27|s|-'; pour r assez petit, 
les valeurs prises par À-' en ces points sont arbitrairement voisines les 
unes des autres; à l’intérieur d’une méme suite, il en est de même des 
valeurs prises par 4? 2’; toutes les valeurs précédentes sont d’ailleurs 
finies, mais cette fois, elles ne sont pas nécessairement différentes 
de o. L'intégrale peut donc présenter des pôles dans la direction de la 
médiane ; effectivement, nous allons voir qu’elle en possède une infi- 
nité. C’est ce qui résultera du théorème général qui fait l’objet du 
numéro suivant. 


, ë . , ba pe v 
48. Soit » un nombre positif (ou nul) et inférieur à 1; appelons 
OO 


i On a toujours | 63] <1; et Ly est un nombre positif borné. Voir aussi la note pré- 
cédente. 
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OA’ et OA’ les deux rayons de S (distincts ou non) qui admettent w 
pour exposant d’indétermination, et (’ et Q” les pseudo-périodes cor- 
respondantes; ceci posé, on a le théoréme suivant : 


Pour toute valeur de k(~ 0 et ©) l'équation t?)—'— k 
dans S deux suites infinies de racines; pour la premiere (seconde) de ces 
suites, les modules des différences des racines convergent vers Q'(Q"), et 
les arguments de ces différences tendent vers celui de OA'(OA"); enfin, 
pour w = o, on peut supprimer la restriction # #0 ('). 


Supposons d’abord wo, et soit At®e™ le terme de ¢?A~' qui, 
dans (106), ne devient pas infiniment petit sur OA’; marquons dans le 
Beeteuts Jestracines T;,T,,:..,1,,... de l'équation Are" 7; 
ces racines sont situées à des intervalles de sur une parallèle à OA’. 
Entourons chacune d’elles, soit T,, d’un cercle (c,) de rayon p, arbi- 
trairement petit (et inférieur à Q’: 27); notre théorème sera démontré 
(pour w Æo), si j'établis que nv étant assez grand (une fois p fixé), 
les(c,)contiennent une et une seule racine de l'équation 2? A—' — k=o. 
Or, on a tout d’abord” 


(108) 9, — kK=AL[elOrsT (1 on) — torse], 


où, d’après (107), 4, est une quantité complexe, de module arbitrai- 
rement petit avec r, et 7; on pourra donc prendre Ty (2 rel reassez 
petits pour gel l’on ait, par exemple, 


(109) 2 Lai < Mé To” 


à l’intérieur du cercle 


eo as se 
M désignant la borne supérieure de |= 


|s|=1 (*); ceci entrainera d’ailleurs une inégalité de la forme n > nj; 


(1) Le lecteur montrera sans peine que pour k=o7w et pour k=~, l'équation 
1©)-1— k = 0 n’admet aucune racine infiniment voisine de l’origine. 
(2) Une caractéristique étant donnée, rien n’empéche de la représenter par un nou 
veau développement, issu d’un point # plus rapproché de ¢ = o que l’ancien. 
_ (3) On pourrait démontrer que M est égal à e : (e —1). 
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n ayant été ainsi fixé, on aura, d’après (108 ), 


110 1} 1 32 k — A t® et®+s)Ta [eters T=, = 1] ( = ns), 
0 
avec 
e(@+s)(T—Tp) 
No — Ni e(@+s)(T—Tn) 2 y ; 


done, en tenant compte de (109) et de la relation | + s|= a ona, 
sur (c,), (dont le rayon p satisfait bien a pe + s|<1), 


Mn: 


MST CEE MIE 


<P; 


[n,l est donc arbitrairement petit sous les conditions ¢ énoncées. Ceci 
posé, étendons à (e,) l'intégrale 


I d(t)-") 
att J )3—k’ 


dont la valeur sera précisément le nombre de racines cherché N; on 


aura 
alesi-* 0e 
OS Se ee 


I dp. . 
tl … N= : ey dai h 
oS) ARE Hi... CO ES : I 
a ay Aest— Ce- st (6 +F) 
I Ae + B+ Cet 2 
= — RS PE TON ee wat di ; 


_— D )—A1 Er 
2Tt ES ; tl x k 


mais pour | T| assez grand, on peut écrire (|w + s| étant 40) 


Aest— Ce-* 


+ Ge EE) = (us) (14m) 


Ys étant arbitrairement petit; tenons compte de (110) et de (111) et il 
viendra 


Wax chy foreseen tn (em) (1+ 0 gp, 
le 


2Ti e(O+s)(T—Tn) =} 1 + No 


le ol membre diffère donc rteeu peu de 1; puisqu “il est 
entier, sa valeur est 1. | CRE NUE RS 


Considérons maintenant le cas où w =o, et supposons d’abord 
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k£h, (et h,). L’équation (18) peut encore s’écrire 


I I J I I 1 J — 
|= (i; i) ose he) 


h, ayant la même signification que au n° 12. Or les racines de l’équa- 


tion 
I Dae Be Pire I noo 
ali te) = alm) PAD) 


se divisent en deux suites, l’une d’elles étant de la forme 


an QTL ; 2n Ti 
ne = To+ ——; rey ea ee x 


comme précédemment (n° 47) et ne contenant aucun des points A4. 
On peut donc entourer T, d’un cercle (c,,), de rayon indépendant de x 
et à l’intérieur duquel on aura 


coth|s st — h,) 4 s(1+ Gs AL = = *||<m, 


avec |9,|<c 1 et M borné (quel que soit 2). Soit alors y, un nombre 
positif arbitrairement petit; entourons T, d’un cercle (c,), intérieur 
à (c,) et de rayon p (indépendant de 7), inférieur à la plus petite des 
quantités 


ou K est le nombre positif défini au n° 19; puis, prenons (‘) 7, infé- 
rieur à 9? et p : 4K. Je dis maintenant que l'équation À — k =o aura 
une (et une seule) racine dans (c,), pour r assez petit (ou 7 assez 
grand). 

En effet, observons d’abord que pour |z|< 1, ona 


I 
2- 


< He *sins f= 2, 


(1) Foir la note (2) de la page 317. 
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y ae 4 J 
d’où, pour |a| << 3 et {el < = 


I Sle € 
(112) [cotha(1+¢)—cotha |= SHES | lex | <16|=|- 


shæ(1+e)shæx |æ? (1 + e)| 


Puis, étendons à (c,) l'intégrale 
aa fa d(h- = ner. sshs(p—h,)dp : . 
AT She RSR chs(u—h,)—chs(Tra— Ay) 
sa valeur sera 


N=— = à = [con EN amt + coth | s(t, — Ty) + PS | +) ar; 


a a 
mais, d’après (55), ona 
pt (TT) (1+ A) S(T) (tr) (19 16e) 


et, d’après (112) ('), 


coth (Te) AUS T,) adi 2K70 RES 64K 
2 [s| 9° | s| 
oe 
En vertu de ces inégalités, il viendra done 
eee ae Mere 
2TL (ea) 2 
I sF s(u—T,) Ms 7 À 
ee DE coth "© + 320 K+ Mes, |ar (IG, [1 <2); 


or, la première intégrale est égale à 1; la seconde est inférieure € en 


module à 
—T,) 
AU — ST co oth seta! = dv 


(1) La formule (112) est bien applicable ici, car on a 


jar] = fn 


b 


ad i amet 2 2K 


2 
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où le second terme est infiniment petit avec r (!); on a donc encore 
NT: CG. 0: Pr 

On ferait une démonstration analogue pour #= x, ou k,, d'où 
1, = h,, par exemple; on prendrait pour cercles (c,) les cercles (¥;), 
(n° 12) et l’on s’appuierait encore sur l'inégalité (55), toujours appli- 
cable sur le contour de (y;). Mais, cette fois, on arriverait à la con- 
clusion suivante : pour 7 assez grand, les cercles (Y;), pris de deux 
en deux, contiennent (chacun) deux racines de l'équation À — À, = 0; 
et les cercles (y;) restants contiennent deux racines de l'équation 
A—h,=0. 

Ainsi, l’équation 2° À — & = o possède toujours dans S deux suites 
infinies de racines simples; pour wo, ces deux suites s’éloignent 
dans deux directions différentes de S; pour w —=0Æ(#—h,)(4— h;), 
elles se rapprochent indéfiniment de deux parallèles à la médiane 


de S; pour © —0 = P(#), les deux suites tendent à se confondre l’une 
dans l’autre (*). 


49. En adoptant une dénomination due à M. Pierre Boutroux (*), on 
pourra dire que, dans le secteur S, notre intégrale est asymptote à une 
intégrale convenablement choisie de l’équation | 


222= 2? P(A), 


le sens de cet asymptotisme se trouvant parfaitement précisé par la 
discussion précédente. 

Il résulte encore du théorème du n° 48, qu'à l'intérieur de S, le 
point T = + est un point essentiel pour notre intégrale. En conséquence, 
aucune caractéristique de première espèce et du type général ne 


(1) D'après (42). ; | Dr 
(2) En conséquence, l'équation 19 À—1— k =o ne peut avoir de racines doubles infi- 
niment petites que pour. w =o = P(k). Effectivement, on peut indiquer un cas où ce 
fait a lieu pour tous les cereles (: Y;). Reportons-nous à (6) et écrivons que Fi(41, 4 —%o, t) 
est fini quels que soient « — % et ¢; il en résultera que \' s’annulera avec À — /y. Or, 
la. condition précédente exige hj=1 ou =, ce qui nécessite 4b+1—0o ou 
a+b+c+d+1=0; et, réciproquement, s'il en est ainsi, on vérifie directement que 
l'équation A-! = 1 ou o a toujours des racines doubles. 
(3) Ann. sc. Ec. Normale supérieure, 3° série, t. XXX, 1913, p. 257, 271, ele. 


Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV. — NovEMBRE 1917. A 
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pourra appartenir à une branche d'intégrale de (VI), holomorphe 
pour { — 0. 

Remarquons, en outre, qu'une théorie tout analogue à A des 
n° 46-48 s'appliquerait aux caractéristiques de deuxième espèce et 
du type général; ainsi, pour ces caractéristiques, il existe un théo- 
rème analogue à celui du n° 48 et qu’on démontrerait de même ('). 

Enfin, avant d'aborder le second des deux problèmes énoncés au 
n° 45, j’observerai que pour les caractéristiques exceptionnelles, le 
premier problème se résout immédiatement. Car, s’il s’agit d'une 
caractéristique de la deuxième sorte, nous savons qu’elle est holo- 
morphe pour ¢ =o (et, dès lors, nos deux problèmes sont résolus 
simultanément); et, s'il s'agit d’une caractéristique de la premitre 
sorte, ou bien elle est holomorphe pour ¢=o0, ou bien il existe un 
nombre ¢ tel que, dans le secteur S où elle est définie, z’~°(A’ — Aj) 
et ot-°(A — A,) tendent vers une même limite non nulle quand T 
s'éloigne indéfiniment dans ce secteur (?). Nous sommes ainsi com- 
plètement renseignés sur l’allure de l'intégrale dans S; et nous pou- 
vons ajouter qu’à l'intérieur de S, T = + n’est plus une singularité 
essentielle, mais seulement une singularité transcendante pour l’inté- 
grale (et même algebroide, si s est un nombre rationnel réel). 


50. Arrivons maintenant au second des deux problèmes du n° 45: 
il s’agit d'étendre à la région (a) l'étude de l'intégrale qui, jusqu’à 
présent, n’a été faite que ‘date le secteur S. Pour plus de netteté, je 
supposerai d’abord que s est complexe et ne coincide avec aucune des 


valeurs 5+n,5+n (oun est un entier réel); et, pour plus de régu- 
larité dans les notations ultérieures, j’écrirai s, au lieu de s; je dési- 
gnerai par S, le secteur que nous appelions S; et, enfin, je dirai que s, 
est la constante fondamentale (*) du secteur S,. 

Introduisons encore quelques locutions pour la commodité de 
l'exposition. La médiane OA, de S, divise ce secteur en deux demi- 


(1) Ge nouveau théorème se trouve énoncé d’ailleurs au n° 51. 
' (?) En particulier, dans le domaine du plan (+) she 2 29; pri à 5, l’origine est un zéro 
isolé de l'équation À — À =o. 


(3) Constante caractéristique conviendrait mieux, s’il n’y avait à craindré une équi- 
voque. | à 
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secteurs ; nous désignerons par S’, celui de ces demi-secteurs dont les 
—— 

rayons correspondent (') à des vecteurs NM de sens positif; S) sera 
dit supérieur, tandis que l’autre demi-secteur, que nous désignerons 
par S,, sera dit inférieur. Nous dirons de même que les rayons de S! 
sont supérieurs à la médiane et à ceux de S;, et que OA,, frontière 
commune de S, etS,, est la frontière supérieure de S,. 


° a , . he \ Q peus \ 
Ceci posé, étudions d’abord « à l’intérieur de $, ; d’après (84), on a 


(113) Aa = — 


+ 
or cette formule montre que « est indéterminé dans la direction de la 


médiane. D’une facon plus précise, on verrait comme plus haut (?) 
Dis 


A : bs ie 7, m0) 
que l'équation x —#—o admet, pour #4, + ——, une double 


2 

infinité de solutions, tendant à être équidistantes (avec Q= 2%: |s| 
comme intervalle), et à prendre la direction de la médiane. Mais il y a 
plus; si l’on s'éloigne parallèlement à un autre rayon de $,, (113) 


* > 
montre que x — « tend vers la limite de 


à ft ty d “EN dm 
ar +4) =a['— gale) | 


Le. I z Aev™ (4+ 0,L 75) — Cet (1+ Dr) F 
en E Retenir Ce nt do) F)| 


[d’après (106) et (107) |; done, suivant que le rayon consideré appar- 
. a 1 X 1 a I I ; ie , 
tient aS, ouaS,, « — a tendra vers = (145) où = (1 — 5,); @ tendra 


* > 
done vers une des valeurs précédemment interdites a 4’. De plus, dans 


(1) Cf. n° 47. 

(2) On prendra comme valeurs approchées des solutions les points T où la fonc- 
tion 4(T), définie en faisant x: = T dans (106), est égale à l’une ou l’autre des racines de 
l'équation | 

+ 1 
a k ee ay +. 


vPro _, 
2 


et l’on observera que A(T) ne peut s’annuler. 
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= > 


‘ * 
le premier cas, on aura, d’après tab 


*+ 


s—=4(a+c+1)—A4 [a+ 20 + )|= (So —1)*; 


nous poserons alors, dans S,, 


+ 
SE soe 


en choisissant toujours la racine dont la partie-imaginaire a un coef- 
ficient positif; au contraire, dans Sj, on poserait 


* 
Se Sa ig et 


Cela étant, soit À, la valeur (finie) prise par À en un point 4, dont 
l’image T, est sur un rayon OA de Sj; il est clair que, fe long de OA, 
Vintégrale que nous éludions peut (') aussi étre représentée par une 
CHENE de RE espèce, en Sr pour conditions ini- 


tiales A(t, )= O77 et %=ate+i— 4. Or ilest aisé de déterminer 


le secteur S, où converge le développement qui fournit cette caracté- 
ristique de deuxième espèce. En procédant comme au n° 47, on figu- 
rerait les points s,+1—s,ets, —1—5, —s,— 2; les frontières OA, 
et OA, de S, correspondent (*) aux rayons OM, et OM, (M, et M,, 
affixes de s, et s,); S, admettra done OA, pour médiane; son demi- 
secteur inférieurS, sera identique au demi-secteur supérieur S' deS,; 
nous dirons en conséquence que S, et S, sont adhérents (*). À 
Par le même procédé on construirait (‘) un second secteur S_,, 
adhérent à S, et tel que Si =S;; S, sera dit de premiére espece, tandis 
que S_, et S, seront dits de deuxième espèce; enfin, S_, et S, seront © 
dits adjacents. On voit aisément que, dans la direction OA, (ou OA ,) 


(1) On observera que s, +1 n’est pas une valeur exceptionnelle s. 

(2) Plus exactement, elles correspondent à des rayons arbitrairement voisins de OM, 
et OM: (cf. n° 46). 

(5) Il résulte aussitôt de là qu'on peut définir une intégrale À (+), s’annulant en un 
point fo, et qui, le long d’une spirale logarithmique issue de t, (mais suffisamment loin 


de ¢), est représentée par une caractéristique de première espèce : c’est le résultat 
annoncé au n° 19 (note de la page 271). ; 


2 > , » . 2 
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: 
À devient indéterminé et prend toute valeur (finie) arbitrairement 
choisie (‘); de même, dans l’une ou l’autre de ces directions, « peut 
prendre (une double infinité de fois) toute valeur, finie ou non, 
donnée à l’avance, et distincte de « et a, =, +5, —1 (ou de «, 
et %_,»==a%) — So — 1). 

Considérons enfin le demi-secteur supérieur de $S, ; soit S, ce demi- 
secteur. Sur un rayon OA de §, (suivi indéfiniment), a tend vers la 


même limite que 
à I tn ee * T t)! 
a5 2S EE I a a ° 
le A dou 


mais on peut écrire 


(156) ed 


et, dans S,, c’est le dernier terme qui est prépondérant; dans S| la 
limite de « sera donc 


+ 


* Ss T+ So Scie! 
y= Ay + = — = a + —— RTE 
2 Ce a 2 : oe 2 ; < eu ; 
et l’on en déduira 
, SS hat he+i— fs; — 4 + 4=(50— 2)’; 


la constante fondamentale de S, sera donc précisément 


Sys Saye Oe 


en choisissant toujours la racine dont la partie imaginaire a un coeffi- 
cient positif; et sur OA, on pourra représenter notre intégrale par un 
nouveau développement de première espèce. Le secteur de première 
espèce S,, où convergera ce développement, sera adjacent a S, et 
adhérent à S, ainsi qu’à un autre secteur de deuxième espèce S, dont 
la constante caractéristique s, serait s, — 3. 

Le procédé s'étendant de lui-même, je me contenterai dénoncer 
sous forme générale le résultat auquel nous sommes conduits. 


(1) Cf. n° 48. 
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51. Appelons toujours (&) la région du plan (T) dont les points, 


. « 4 RS , mn 1 T = 
situés à l’intérieur de A’O A’, ont leurs arguments compris entre — n' 


et = — n; et soit A(z) une intégrale de (VI) définie le long d'un 


Fig. 5. 


rayon OA de A par une caractéristique de premitre espèce dont la 
constante fondamentale s, satisfait aux conditions 


AY LE 
KR (3) #0 cl Sp — FTFNAS—G 


(z entier réel quelconque). A l'intérieur de (&), A(¢) peut être repré- 
sentée de la facon suivante : | 


Soit d, le point [du plan (T)] d’affixe — #5, '|s5|+ nt; appelons S, 
le secteur dont les frontières OA,_, et OA,,, passent respectivement 


A = ’ dns = nr 7 - ‘ 
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par d,_, et d,,,. Suivant que 7 sera Dr 


{ impair , A(t) sera representée 


RE Mee 1 
dans S, par des caractéristiques de &e espèce; la constante fonda- 


mentale de S, sera s,=s,—n et l’on peut toujours supposer 4, 
: ATEN =k 

de module assez petit pour que he ee ore! 

hf) = ty" No } 

tion initiale qui, avec s,, détermine complètement dans S, (quel que 


soit 7) les caractéristiques de A(z). Dans un secteur de e À espèce, 
l'équation 


. soit la seconde condi- 


ne, | 


| (oj f= © ( 


[où lonasoit o=} * i <ret} | Zoetso, soit) | =o et |; nl 14 


admet une double suite infinie de racines; ces racines se OE i 
indéfiniment de deux parallèles à deux rayons OA (distincts ou con- 
fondus) qui coupent la droite lieu des points d, en des points d tels 
que dd,= w ; et les distances de deux racines consécutives tendent 


a ‘ cae 5 ; 
vers Q= ~~ Quant a x L il tend vers une limite bien déter- 
a 
Lei en mn | 
| correspondant as, par (dy)? si l’on s’éloigne parallèle- 
"AE 
ment à une direction de $, distincte de OA,_, et OA,,,, et cela pour x 


{ pair 
impair 


minée : 


£ dans cette même hypothèse, l'équation 
æ—k'=0 | 
+. k= (a) | 


Kk nh t an 2) x A 
jou l’on ate oe rage | admet parallèlement à O4,., une double 


Li k' =e, ‘et ie 


infinité de racines à des intervalles qui tendent vers 57 < 
n 


On peut dire aussi qu’à l'intérieur de chaque secteur, l'intégrale est 
asymptote à une solution convenablement choisie d’une équation 


j PNP) | 
Lei PO | 
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À : 
ou le polynome | bd hs qui dépend de s,, varie avec chaque secteur. 


J'insisterai enfin sur deux propriétés de A(z) qu'on vient de décou- 
vrir et qui semblent particulièrement remarquables : l’une est la 
pseudo-périodicité de l'intégrale le long de tout rayon OA de &; c’est 
une propriété approchée (ou asymptotique) (‘). L'autre est caracté- 
risée par la relation s,—s,— #3; c’est ce qu'on pourrait appeler une 
propriété-limite exacte. Dans un autre travail, consacré au problème de 
Riemann, je montrerai qu’elle tire sa véritable origine des propriétés 
classiques des équations différentielles linéaires. 


52. Nous allons examiner maintenant les cas que nous avons dt 
laisser de côté jusqu'ici; commençons d’abord par celui où s, est réel. 
Pour le traiter, procédons par continuité : imaginons que le nombre 
complexe s, varie en tendant vers une valeur réelle s,, positive par 
exemple. Si l’on a > 1, les frontières du secteur S,, et de tous les 


secteurs inférieurs S_,, S_,, ... tendront toutes à se confondre avec le 


demi-axe imaginaire négatif; par suite, lorsque la partie imaginaire 
de s, sera devenue assez petite, tous les secteurs précédents seront sortis 
de la région (&). Il n’existe donc aucune caractéristique (de première 
espèce, par exemple) correspondant à une valeur réelle s,, de module 
supérieur à 1; et la même conclusion s’appliquerait pour $, = +1. 
Mais, quel que soit le nombre réel s,( + t}, il existe certainement 
deux valeurs consécutives de s,—s, — 7 (d’indice négatif dans le cas 
précédent, s, > 1) qui sont comprises entre — 1 et +1. Et, en procé- 
dant comme tout à l'heure, on voit qu'il existera sûrement deux sec- 
leurs adherents, soient S,et S,_, qui, à un certain moment, finiront par 
recouvrir toute la région (®). Done, dans (&), l’ intégrale sera repré- 


sentée An par un développement de Première ou de deuxième 


(1) Cette propriété permet de considérer dans le plan (T) la singularité 
T = ®, [R(T) <o] 


comme la superposition d’une suite de singularités essentielles distinctes, d’allure nettc- 
ment définie, et qui sont mutuellement solidaires en vertu de la seconde propriété. _ 


> 


‘oie 


A TP hae ‘ ‘ 
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espece; et, le long de tout rayon OA de (8), elle sera de l’ordre de Fr, 


en désignant par s, celle des deux racines de s? qui est positive. 
Be hetoniear, le théoreme du n° 48 sera donc en défaut, ainsi que 


les développements du n° 50; il faudra les remplacer par l’énoncé sui- 
vant : 


Sis est réel, et compris (au sens strict) entre — 1 et +7, À, Ay, 


% — a, et «x — a, tendent uniformément vers zéro dans (A); dans cette 
région, le point T— n’est, au plus, qu’une singularité transcen- 
dante de l'intégrale, qui d’ailleurs peut être représentée par un déve- 
loppement (' dant suivant les puissances de ¢ et 4‘ [et conver- 
geant dans la région correspondant à (R)]. En particulier, pour s 
rationnel (0), = 0 est une singularité a/gébroïde de la branche 
d’intégrale considérée. 


On voit d’ailleurs directement que, pour s = 0, t =o est une singu- 
larité transcendante de l'intégrale, A(z) étant de l’ordre de Sd ou 
desire) 

Bien entendu, le passage à la limite que nous venons de faire a 
besoin d’être légitimé; on y parviendrait en établissant (grace aux 
développements de la première Partie) (*) l’existence d’un nombre 
positif R, jouissant de la propriété suivante : pour |¢,|< R,, les carac- 


téristiques (de première espèce, parexemple) définies par les condi- 


tions initiales (4, = À, et s(0) =s, [avec |s, — s,|<y, ows, est réel 
et de module inférieur à 1] sont sûrement convergentes dans la 
région (&). | 

Le théorème précédent comporte d’ailleurs une autre conséquence 
mportante que nous FOURRURE prochainement (n° 55, p. 339). 


53. Passons pashbenant.: au cas où l’un des s,, soit par exemple s,, 


. x\ 
coincide avec l’une des valeurs exceptionnelles ¢ (ou c). A cet effet, 


(:) Pour le prouver, on établirait qu'il en est ainsi de chacune des fonctions &;, 2; qui 
figurent dans les approximations successives (cf. la note de la page 287). 

(2) On suppose a+ b+c+d+1 et 4b +1 non nuls à la fois; et alors, } (1) ne peut 
pas être holomorphe pour ¢ = o. 

(3) Voir notamment les n° 44 et 16. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — Novenpre 1917. 


pa 
bo 
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nous rechercherons d’abord comment, dans le cas actuel, on peut 
représenter l'intégrale dans (&); puis, en vue d’une application ulté- 
rieure, nous ferons tendre s, vers s« (par exemple) et nous étudierons 
comment s’effectue le passage à la limite. 

Posons toujours s— ve, et tracons le rayon OA, correspondant 
(n° 47) à Oo; supposons, par exemple, que 4” tende vers zéro sur sn 
les rayons OA inférieurs à OA,. Donc, pour toutes les valeurs de s À 
type ¢ — n(n>0o), c'est-à-dire pour tous les secteurs S, supérieurs a 
OA,, l’analyse des n° 47-51 restera toujours valable; et elle le sera 
encore pour S,, demi-secteur supérieur de S,. En consequence, Si 
l’intégrale est définie par une caractéristique dont le support OA est 
supérieur à OA,, nous saurons l’étudier dans toute la région de (a) 
supérieure à OA,; reste la région inférieure. 

Or, d’aprés le n° 20, nous savons que les développements de pre- 
mière espèce qui convergent dans S, sont encore valables dans un 


YW fA 


secteur partiel de S’, ce nouveau secteur S/ étant assujetti à la con- 
dp. 
aT 
petits pour 7, assez petit; et, enfin, on a actuellement (') 


fas aN ee nyo 
es BE B=:(; +7) acy à 


dition 50 <1; de plus, dans S’, u -- T et 1 sont arbitrairement 


d’où 
(106) À hot (Apt — A) e = Act, 


De tout ceci, il résulte donc que, dans S’, «-°(A—h) et o-'2'-*X, 
tendent uniformément vers la même limite : — A2v>7(A,'— rt); en 
définitive, dans S$’, notre intégrale peut étre indifféremment représentée 
soit par des caractéristiques du type général, soit par les caractéristiques 
du type exceptionnel formées au n° 28, la constante arbitraire A de ce 
numéro étant prise égale à — 4?(X;' — h-')t>°.. Dès lors, les caracté- 
ristiques exceptionnelles que l’on vient d'obtenir permettent de repré- 


senter notre intégrale sur tous les rayons du secteur exceptionnel &, 
inférieur à OA,. | 
— a a a a D | UN = = 


(1) Cf. n° 47. } 
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_ Rien n’empéche d’ailleurs qu'une même intégrale ne présente dans & 
deux secteurs exceptionnels £’ et &” (d’espèces distinctes ou non), 
limités respectivement par les deux frontières OA’ et OA” de R, et 
séparés par un certain nombre de secteurs de types généraux. 


Nous en verrons un exemple très simple au début de la quatrième 
Partie (n° 56). 


54. Ainsi done, dans le cas où s,— 6, le point T = + doit être con- 
sidéré [dans (®)| comme étant formé par la soudure d’un point trans- 
cendant et d’un nombre de points essentiels élémentaires (*) d’autant 
plus grand que & se rapprochera davantage du demi-plan R(T) <o.. 
La représentation de l'intégrale apparaît donc actuellement comme 
plus complexe que dans le cas général étudié au n° 47-51 : pour 
approfondir l’origine de cette complication, nous allons étudier la 
représentation de l'intégrale lorsque s, tend vers 5, et ceci nous” 
amènera à préciser les résultats énoncés aux n°° 13 et 14. 

Le nombre positif n du n° 9 ayant été fixé une fois pour toutes 

faisons tendre s, vers ¢; h,— A, tendra vers zéro. D’après le n° 13 
nous savons alors que pour s, — © assez petit, il existera dans S, une 


N 


bande w, limitée par deux parallèles à la direction y = 3 — 09» et 
dans laquelle il nous sera interdit de calculer l'intégrale par des 
développements de première espèce; s,— oa tendant vers zéro, cette 
bande s’élargira de plus en plus, et, à la limite, pour s,—o=0, la 
bande aura fini par recouvrir tout le secteur © inférieur à une 
droite O,D, (fig. 4, p. 263). Or, d’une part, pour s,—o=0, nous 
savons calculer l’intégrale dans 3, et, d’autre part, pour s, — 5 très 
petit, mais non nul, nos développements antérieurs sont impuissants à 
nous fournir l'intégrale dans vs : c’est cette dernière étude qu'il nous 
faut effectuer pour découvrir l’origine de la singularité transcendante. 

Dans la discussion qui va suivre, nous supposerons À =£ 1 et, ces 
deux cas se ramenant à celui de 2 quelconque par les transformations 
du n° 29; de plus, nous laisserons de côté le cas de À =0 — 5,, dont 
l'examen direct n'offre pas de difficulté (7); enfin, nous supposerons 


(1) Cf. la note de la page 328. 
(2) Cf. n° 95. 
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ry À, ce qui est légitime, puisque l’équation A—A=o n’admet pas de 
solution voisine (et distincte) de zéro dans la région (4) correspondant 
au secteur &. | 

Cela étant, soit n un nombre positif, inférieur à 7 et que nous 
ferons tendre vers zéro, n restant toujours fixe ; en vertu des hypo- 
thèses précédentes, on pourra poser 


_oh@n [har b+e+d +p ee 
(114) ST ee SSL ol (81=1); 


mais on à | 
hote ) (s?— a?) ) 


(ever Cat) 
o? et o? désignant les carrés des expressions (34), et, de plus, 
h,+h,.—hyh,= 2h— h’; 
des‘relations précédentes on déduira done d’abord : 


TE ee (neo a (1 fads 
puis 


any ahr ae ae AV) 
poo ul AV 


les f; désignant (comme dans tout ce numéro) des nombres de modules 


bornés (indépendants de net de rs enfin, la quantité €, définie au 
n° 13, aura pour valeur 


(116) : ‘ AS (A0). 


Or appelons D, la frontière supérieure de w, et D, sa frontière infé- 


rieure ; si l’on suppose (ic) < 0, ce qui n'implique d'ailleurs aucune 
restriction, on aura sur D, d’après (35) 


(119) ent — f, /n (f,H0), 
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et, sur D,, 


Me nn (0); 


d’où, en vertu de (116), 


0 
118 Sg in pe foe 
( ) € Is ln (fs 0); 
fe qui montre bien que D, s'éloigne indéfiniment quand y tend 


vers Aron 
Observons enfin que, sur D, et D, nos approximations successives 


étant encore valables, À sera sur ces droites très voisin de A Pete 1 
et r assez ro donc, s’d en est ainsi, |A] aura sur D, et D, une 
borne inférieure non nulle, /,. Soit alors R le nombre obtenu en subs- 
tituant respectivement 7 et_/, à n et [A,| dans (54); prenons un 
nombre ia dont l’image T (fig. 6) sera sur D,, et qui vérifiera la condi- 


tion | t |< R; soit A la valeur prise en ce point par notre intégrale. 
D’après (54), les caractéristiques de première espèce, que l’on calcu- 


lera en partant de n au lieu de y, qui correspondent aux données 


initiales s,, ¢ et A, et qui, par conséquent, appartiennent à la même 
intégrale de (VI) que nos caractéristiques primitives, ces caractéris- 
tiques, dis-je, convergeront en général pour tous les points d’un sec- 


teur S, de sommet T, de même orientation que S,, mais qu ne pre- 
sentera plus de bande analogue à w. En effet, on tire de (115) 


= — a = FAN ET + fn) 


d’où 


la condition (32) sera donc vérifiée, relativement à n (choisi suffi- 
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samment petit); par suite les seules régions de S où la convergence 
de nos nouvelles approximations ne soit pas assurée sont des 


™~ 


cercles (4), tous extérieurs les uns aux autres, et où l’on sait d’ail-. 
leurs calculer l'intégrale de (VI). En conséquence, nos nouvelles carac- 
téristiques nous permettent de représenter l’intégrale en tout point de 


la région vs’ formée par les points de ws intérieurs à S: en ces points 
(sauf sur la région médiane de ws’), (55) étant applicable, on voit, en 
s'appuyant sur G 17), (118) et sur l’équation | 


I DORE HSS Re for 1 4 s Ss —sy. 
cade TSOP) em) a ee 


que A est trés voisin de A pete netr assez petits ). De plus, ws’ établit 


une liaison entre les parties Sj, et Si du secteur S, qui étaient primi- 
tivement séparées par vs; on conçoit donc qu’on puisse maintenant 
prolonger l'intégrale dans la région S,, ainsi que dans tous les autres 


2, Fig. 6. 


secteurs adhérents. Reste donc à étudier la portion de x extérieure 


as § (ot qui croit indéfiniment avec 7): appelons-la 4”, et soit T, le 
point de ws” dont le correspondant ty a le plus petit module; la largeur 
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de vs étant égale à 


a | 
log Zt =F 
| So | Ss 1 
on a évidemment 
T,=T + f;log 


go, 
n 


ë a \ 5 . . T 
et, si, par T,, on mène une parallèle à la direction y = un n cette 
droite coupera D, en un point T, tel que 


T,= T.+ fs logan nota T+ (fi+ fs) log = 
F1 


d'où, pour le point ¢, correspondant, 
; eens} pen 
(120) «=v(2) t Ges a 10): 


Cela étant, effectuons sur A la transformation (79); je dis qu’on 
pourra obtenir une intégrale o(¢) de l’équation (80) au moyen des 
approximatious suivantes : 


Bs AIS EDIT, 
d 45 t gs ft 
(121) Pn+1— Po = Ae ES Up; On: t) dt — Ly [ TS D (pu; On, t) dt 
bs rs ; 
OC aerate PO rere 


ou les intégrales sont prises le long de courbes correspondant aux 


rayons issus de T, dans la région T, 1e + W”, et où A et B désignent 
deux constantes ee En ee la convergence des approxima- 
tions (121) s’établit comme celle des approximations (81); on obtient, 
par exemple, 3 


“ Fe 
a) <(JA|-+1B])r%= Crs, 


ene: ee 


< SE (po rp) < He, 
les nombres s1() et & étant a he, et l’on démontrera 


(1) Zest sûrement borné, par suite de la façon dont nous avons choisi le point T1. 
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que pour r,<r<r, les approximations (121) convergent régulière- 
ment vers une intégrale de (VI). Dès lors, notre problème sera résolu 
si nous parvenons à prouver, d’une part, que cette intégrale coincide 
avec celle que nous voulons étudier, et, d’autre part, que son domaine 
de convergence contient v>”. | 
Pour pee la première condition, il nous suffit de choisir A et B 
de telle sorte qu’en T,, A, (2) + (4) et A,+ 0’ prennent respectivement 
les mêmes valeurs que A et A’; calculons done À(£4,) et À'(4,). 
Or, on a d’abord, en vertu de (119), 


h y 1 iat 5 Cu 
(x +7) (5 x) | (1+ 2) ee S pee] 
“(E+E al ce : OY etn Seay 
a\ hy he Coss (142) e‘o ones of | 
mais, d’apres (115), ona 


(L+ x)= fea 


À— h= 


tenons compte de (55), et il viendra 


A(t) —h = fyn— ht (+ — Ve 8/3) (ar an 


puisque, sur (D,), le crochet se réduit sensiblement à e*", d’après (116) 
et(117). De même, en dérivant (119), on trouvera 


UN (h)=— na (re LE i) i; + taV ade + far) ges. 


Cela étant, désignons par A, et A, deux nombres bornés introduits 
par (79); la coincidence des deux intégrales en ¢, exigera les relations 


A+B =| aus fy in Jers 
re A co - fi 


o(A—B) = | A, t= 


| — h*s, ¢ — i) (, tell + far Jr pis 


(139) 


a aoe ‘ = A ’ 
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Or on peut prendre (') 
t 


An 
Sa! Lent in UE): 


ce qui est bien compatible avec la condition | t be R, cette égalité, 
jointe à (120), donnera 


1 
2 


Eating. k 
d’où, puisque (117) s'applique sur (D, ), 


~N 


MN x 
; nN ~~ 
| pis | —— a ( - ) qr Tas ñ its 
> ‘ oy . LD 
à / Asp 
en outre, d’après (114), 1 = = f,,n, de sorte que 


f= CA 7 


tend vers 1. En définitive, les équations (122) montrent done que 
A + B et A — B restent bornés; dès lors, on sera sûr que les approxi- 
mations (121) convergent dans 4”: à condition de prendre r, inférieur: 
au plus petit R, des nombres r° définis plus haut, et que l’on obtien- 
drait en donnant à A et B toutes les valeurs possibles (bornées comme 
il vient d’être dit). 

Du même coup, nos deux questions se trouvent résolues par l’affir- 
mative; et, comme, de plus, on montrerait sans peine que, pour 7, 
assez petit, la fonction-limite 9(¢) des approximations (121) reste très 
petite en module, nous pouvons affirmer maintenant que (pour r, et 
S$, — 5 assez petits) |A — | est trés voisin de zéro dans toute la région Wy’ : 
‘ainsi se trouve expliquée l’origine de notre singularité transcen- 
dante (?). 


- 


55. Pour terminer cette troisième Partie, nous allons démontrer 


(1) Rappelons que m est l'exposant qui figure dans (54). 
(2) On montrerait sans peine que, si s)— 5 tend vers zéro, le developpement (121) tend 
uniformément (pour r assez petit) vers le développement (81). 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — NoVEMBRE 1917. 43 
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une proposition qui trouvera une importan te application dans un 

Mémoire ultérieur consacré à la solution du problème de Riemann. 
Nous dirons d’abord qu’une branche d’intégrale (') de (VI) a pour 

pop FE € dans le domaine de l’origine, si l’ensemble des détermina- 


tions de = logs coincide avec l’ensemble des valeurs s, définies au n° 51; 


plus Praveen nous dirons méme (ce qui ne préte ici a aucune 
équivoque) que A(t) a pour paramètre &. Cela étant, le théorème que 
j'ai en vue peut être énoncé de la façon suivante : 


Soient ¢ et x deux nombres Poses ore ae petits, el(A) la région 
qui aété définie au moyen de 1 au n° 45 ; il existe un nombre positif R, 
qui ne dépend que de a, b, c, d, e, 4 et AG jouit de la propriété suivante : 
toutes les intégrales de (V1) qui ont pour paramètre l’un quelconque des 
nombres € satisfaisant à la condiuon : 


(123) ecf< 


el qui prennent en un point t, la valeur arbitrairement choisie À,, 
peuvent étre représentées par des caractéristiques dans la région (t) cor- 
respondant à (8), et cela sous la condition que l'on ait |\t,|=r,< Ry 
(et, en outre, [£ — e?*?| >, si s est une valeur exceptionnelle réelle). 


La démonstration détaillée ne présente aucune difficulté apres les 
développements précédents; aussi, nous nous bornerons aux remarques 
suivantes : — 

— er] € et |£ — er, pe € 
Cou s, est réel); nous sommes alors dans le cas général des n°° 47-51 ; 
(R) sera recouvert par une alternance de secteurs d'espèces distinctes, 

cet dans l'un d’eux, soit S,, on pourra calculer en fonction de £ la 


Supposons d’abord |§ — e? 


valeur de a, ou a, qui, d’après (123), sera bornée supérieurement . 
Cela étant, observons qu'on peut établir pour les développements 

de deuxième espèce une formule analogue à (54); ainsi, pour 

—_ewws $$ 
(1) C'est-à-dire l'ensemble des déterminations de À(#) que l’on obtient quand ¢ varie 


d'une manière quelconque sans franchir une coupure qui joint deux des singularités fixes 
de (VI) (ici r et æ), 
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alt 
rea, A, |, c'est-à-dire pour |À,| inférieur à une quantité suffi- 
samment petite 4”, et en outre, pour 7, inférieur à un nombre fixe R,, 
plus petit que 1, notre intégrale pourra sûrement être représentée par 
des développements de deuxième espèce; mais, pour |A,|> 7’, 
la formule (54) fournira un nombre R,, tel que, pour r, <R,,, l’inté- 
grale puisse être représentée par des développements de première 
espèce. 

D'autre part, pour <<, le théorème du n° 52 fournit un 
nombre R,, analogue aux précédents. Enfin, pour JE — evil Ce 


* 
(ou pour |§ =e") <— <), sto (ou a) est complexe et 7" assez petit, 
nous savons que la décomposition de & en secteurs comprendra toujours 
des secteurs non exceptionnels. En se plaçant dans ces secteurs, on 
raisonnera comme plus haut, et, d’après le n° 54, nous saurons cal- 


iA aris. 
ie 2 
s é ° 


x * x : 
culer un nombre Ry. (Ro,) tel que, pour mee RRs) l'intégrale 
puisse être calculée dans out le domaine & (y compris les secteurs 
exceplionnels ou tendant vers des secteurs exceptionnels). Dès lors notre 
théorème est démontré; R, sera le plus petit des nombres R,,, Ryo, 


" 
Rss Rel Ry): 

= Supposons maintenant ¢ réel; dans ce cas, il n’existe plus de sec- 
teur du type général ('); les développements (81) convergent dans 
toute la région (A), et l'intégrale tend uniformément vers A dans 
la région (A). Dans ce cas, nous ne savons pas calculer une intégrale 
répondant à la condition A(¢,) = À,, où À, est un nombre choisi arbi- 
trairement. Ce cas appelant de nouvelles recherches, nous l’avons 
réservé dans l’énoncé (ainsi que les cas voisins), bien qu'il nous 
paraisse vraisemblable que la restriction ainsi introduite puisse être 
complètement levée (?). 


(1) La même circonstance se produit pour les caractéristiques du type exceptionnel et 
de la deuxième sorte. 
_ (2) Au préalable, il faudrait étudier le prolongement de l'intégrale hors de la région 
où nous avons établi la convergence des caractéristiques qui la représentent; voir la 
note (2) de la page 276 (n° 23). 
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QUATRIÈME PARTIE. 


56. On sait qu’il existe deux cas où l’équation (VI) possède des inté- 
grales réductibles aux fonctions classiques ; dès lors, il est tout indiqué 
de rechercher si les résultats obtenus dans ce Mémoire se vérifient 
dans les deux cas précédents. Effectivement, c’est bien ce qui a lieu, 
comme nous allons le montrer dans ce numéro et dans le suivant. 

Commençons par le cas le plus simple. Les quantités r,, 7,, 7, etr, 
étant définies comme aux n°% 25 et 32, on a tout d’abord : 


par b=r?—r;, CTP, atbretds 7 = Tree 
d'autre part, on nt (') que pour 
(124) Prot rye ret hues 
c’est-à-dire pour 
a+b+c+dHr=(r + 7, + r.—1)%, 


l’équation (VI) admet toutes les intégrales de l’équation de Riccati. 


t(t—1) 2d! 27) 1] CN Es ar 
25 RS Re SS ee LR aioe REE 
ae ii De A PRE Beas Ver US TEN 


Or l’intégrale générale de (125) est donnée par la formule 


(126) A=t— RCE ss = 
2A(rotr+tre—1) 0 


» 


@ désignant une solution quelconque de l'équation hypergéométrique 


Où 


y! Po Pie ore Tal a(ar,— : sd 
or —a/ 0 -* i EE )or+ (27, ne rytr;, Ne 
| (¢—1) 


eS SS 


(1) Voir, par exemple, Thèse déjà citée, p. 111. 
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dans le voisinage de l’origine on pourra donc écrire [sauf peut-être 
pour 2(7, + 7,) entier | 


(1279) O — AO, ais Berot2r-10,, 


A et B désignant deux constantes arbitraires, et 0,, 0, représentant 
deux fonctions (hypergéométriques) holomorphes pour ¢ = o. Enfin, 
on trouve aisément pour les intégrales de (125) 


¢(é—1 
G—2rora(t—1)+2rrl+r AUS) 


(128) At 


aœ—2Tora(t —1)+2riret— To(A—1) — ri 7, (A+ ta) 


Cela étant, supposons 27,+ 2r,— 1 complexe et AB=£.05 si I 
s'éloigne indéfiniment dans (a) de telle sorte que [@”-*?"-'| tende vers 
l'infini, les formules (126), (127) et (124) montrent aussitôt que À 


tend vers la valeur 
= aie Ty) 
woe 2ST 


Mais d’après (128), on aura alors &«,—— 2r,r,, d’où, pour l’une 
des valeurs de s, l’expression s = 1— 27, — 2r,= 2(r,+r,). Des lors 
les formules (68) et (69) montrent aussitôt qu ‘onas=cetA=h; 
on est donc dans un cas exceptionnel (de première espèce ); et le champ 
où nous devons faire mouvoir T pour que t‘tende vers zéro coincide évi- 
demment avec le secteur exceptionnel ©, défini au n° 25. Enfin, dans le 
cas actuel, il est bien facile de faire le. prolongement de l'intégrale 
dans tout le demi-plan A(T) < 0 : ainsi, lorsque T s’éloigne dans une 


* * 
direction OA telle que # reste fini et non nul, A, A, « et « deviennent 
indéterminés; et si T s’éloigne de telle sorte que ¢~ tende vers zéro, 


“ , ES + 27 , . 

À tend vers zéro, et À vers la valeur ('), À =", équivalente 
2(To— 7 1) 

È a (68). Dans ie mémes conditions, & tend vers oo == 27. tl 


et l’on a bien $= s+ 1. Les nouvelles directions qu'il faut i OSU a T 


appartiennent : à un secteur exceptionnel de deuxième espèce > séparé 
de E par le rayon OA; et, actuellement, rien n’empéche de considérer x 


ee 
(1) r; =1—7;, désigne la seconde racine de l’équation caractéristique de Ey pour x = t. 
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et © comme limités respectivement par les deux demi-axes imagi- 
naires A(T) =o. 

Pour A=o, et pour B =o, on obtiendrait deux intégrales holo- 
morphes pour ¢= 0; la première est une des deux intégrales A;(4) 
dont nous avons montré l'existence au n° 27; la seconde, qu’on pour- 
rait désigner par tA(t), joue un rôle analogue dans la théorie des 
caractéristiques de deuxième espèce. 

Laissons de côté le cas où 2r,+2r,—1 est réel (entier ou non), 
mais non nul, la vérification n’offrant alors aucune difficulté; et 
passons au cas, plus intéressant, où l’on a 2r,—1=0=2(r,+r,)—1. 
On a alors s— 0 —ÿ4b +1 = Va(a+b+c+d+1); nous sommes 
donc dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de la première 
espèce et de la deuxième sorte, et il doit y avoir des intégrales holo- 
morphes pour ¢=o et prenant en ¢=o une valeur arbitraire À,; 
effectivement, l’équation (125) s’écrit alors 

: (¢—1)’=ar,(A—1); 

son intégrale générale est A =1-+ (A, —1)(1— 1}: ('). De même, 
pour 27, —1—=27,, on trouvera se Os Vaa +1 = V4e+1; on est 
donc dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de la deuxième 
espèce et de la deuxième sorte; les intégrales obtenues doivent être 
telles que A: 4 soit holomorphe et prenne à l’origine une valeur arbi- 
traire; et, en effet, l'équation (125) s'écrit dans ce cas 

- | DES BPS 271 —7J I 
UN aE Te DEAS aegis WEE ty de 

son intégrale générale est | 
onu oui Aer (it) que cy 9 

(+) 11 semble done qu'on ait obtenu une caractéristique exceptionnelle de la première 
espèce et de la deuxième sorte, s’annulant en t= 0, ce qui serait contraire à notre 
théorie; mais il est facile d'expliquer ce paradoxe. Car une équation (VI) qui possède des 
caractéristiques de la première espèce et de la deuxième sorte prenant ent = o la valeur do 


Ka 


_possède aussi, (en général) une caractéristique de la deuxième espèce et de la première  — 


sorte, holomorphe et nulle en ¢ = 0. Mais sauf dans un seul cas, qui est précisément celui 
de l'exemple actuel, il est impossible d'obtenir cette intégrale en faisant À, =o dans 
la famille précédente. 


* 
(?) Pour Ag = +, on ferait une remarque analogue a celle de la note précédente. 


5 ra LR eae a Gere ‘ ‘ ‘ 
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Le deuxième cas que nous allons étudier est beaucoup plus instruc- 
tif : aussi bien, il fournit un exemple (unique jusqu’à présent) où 
l’on sait exprimer par des fonctions classiques l'intégrale générale de 
l'équation (VI) (et non plus seulement, comme tout à l’heure, une 
famille d’intégrales dépendant d’une constante arbitraire ). 


97. Dans l’équation (VI), faisons «a = b =c= d= — 7; nous obtien- 
+ 


drons une équation que nous désignerons par (VI,), et qui s’écrit 


D un. 
ou 2 PTT par? fe RS: 5) #4 2t(t—1)(A— 2) 


/ 


‘Cette équation s’integre de la façon suivante. Appelons o(y, ¢) la 
fonction elliptique de y définie par l’inversion de l’intégrale 


ne ds 
EC EE) 


al =~ ae >. 
(129) AV / ee ne ——— ; maf SSS SS ds ; 
He Ve NS nd) yA Vient 


et posons 


de sorte que © admettra 2w, et 2w, comme couple de périodes primi- 
tives. Cela étant, l'intégrale générale de (VI,) sera donnée par la for- 
mule | 


(130) A= 9(2A,0,+ 210, 4), | 


où A, et A, sont des constantes arbitraires ('). En vertu des valeurs 


(1) L'équation (VI) a été formée pour la première fois (à la notation près) par 
M. Émile Picard dans son Mémoire couronné (Journ. de Liouville, 4° série, t. V, 1889, 
p., 298-300). Quelque temps après, elle était étudiée (sous sa forme actuelle) par 
M. Painlevé (C. R. Acad. Sc., t. 147, 1893, p. 686, et Lecons de Stockholm, p. 507, 590) 
qui montrait que son intégrale contient les constantes sous forme essentiellement trans- 
cendante ; l'équation (Vs) figure encore dans le Tableau des équations à points critiques 
fixes, publié par M. Painlevé dans le Mémoire des Acta cité à la note (?) de la page 1. 
Enfin, elle a été étudiée par M. Richard Fuchs à propos de la résolution du problème de 
Riemann pour l'équation (Ew,) du n° 4 (Math. Ann., t. 70, 1911, p. 525), mais sa 
méthode peut être notablement simplifiée. | 
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choisies pour a, b, c, d, (VI, ) possédera des caractéristiques du type 
général ou du type exceptionnel, mais de la deuxième sorte; en parti- 
culier, on doit pouvoir vérifier sur cet exemple la décomposition de (&) 
en secteurs ; c’est bien ce qui a lieu, comme nous allons voir. 

Tout d’abord, on peut évidemment choisir dans (129) les détermi- 
nations des radicaux de telle sorte qu’on ait (avec les notations clas- 
siques) : 


(131) = nF (2 1; e=rti+ 5,0), 


i We L 
132 t= — =— —logé + 
(132) =a zlog 


Lclog2 
PB Co CU) 


les ¥; désignant (comme plus loin f, et ¥,) des fonctions holomorphes 
pour ¢=o0; on tire de la 


(133) Ga etka ss lt + (el. 
Ona, d’autre part, 
(134) | LOVE + ps 


et de plus, conformément à (129), 


(135) e —=1— sa Eat —— — ’ ex =— 


Cela étant, nous nous appuierons sur les formules suivantes (!) : 


(136) purent (sa) aim 


20,/ Sin? Tx 
+ © 
8 n gr 
Sale > , COS AT NZX, 
x Wy I— de 


pe 
: cones ul Le ng” ve 
(137) powx+uw)=— B—a(Z) Dope cosarn x, 


+ 
2T n 
(138) (29,2 + 2) —2n, 2—H, = — —! _sinanne. 
ay 1— q*" 
n=1 


(1) Voir, par exemple, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, par 
G. Halphen [t. I, Paris, 1886, p. 426, formules (32) et (34)]. 
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Comme, d'après (133), on a. |g| << 1 pour |r| assez petit, la conver- 
gence de (136) sera assurée pour 


(139) R[U(t + w)] <0, 
et, celle de (137) et (138), pour 
(140) et tree ae) << os 


mais, puisqu'on a|q|<1, (139) est une conséquence de (140) qui 
suffit donc à assurer la convergence des trois séries précédentes. 
Exprimons enfin que le second re de (136) ne contient pas de 
terme indépendant de x; il adr 


a : . +0 : 
+ Un ne" LANCE SON EU I = 
141 =< > a ah — > SS = Ci LS ' 
( ‘es ee on 12 0); An Le i qe 3 ( ) : 
, « | ge ni He | a: 


Revenons maintenant a notre intégrale; pour la représenter | par le 
procédé précédent, il suffira de poser 


DA, As ts 
on aura donc 


pe apoio [F (> au Fils 


+ 
I ACN ol | 
— = = COS 2 7 Apt Ae Tt ite 
Ling (Ar A5) 


sin?7(A,+ AT 


Il viendra de plus, en dérivant 9 par rapport 4 : 


| RS ae nn) ur t(t—1) ds" 
| 0 D 2 GO Vie 


us t(¢—1)d"- ï "(es e)(e— 41) 4 
| PY — €2 J 
Fo t(t—1)} 

VGA =1) (A= 6) 
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== = LE + De) — Net 9]; 
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d'où, d’après (135), (138) et (141), © 
t(E—1) À 
VAR — 1) (À — 6) 
—t(t4—3)(2A,0, + 2A205) +4 E + F, ca 6)4 + As 2) 


+ © 4 d a 


Bes Saha ES : 
s —sin2m7n(A,-+ At). 
6), «ad | — Gat 


‘On a enfin, d’après la première équation (1), 


RE oh Soe) à ed I 5 | 
Tol hh a) (Ee oe a HA SO CLR 


raat te ieee ata, Un, 
CR Ge TS 4 h(a ty 
mais ; : 
(41) _ (és —ez)(e — €) 


2 = =.P(y¥ + O2) — C25 
A—t P¥— €3 


il viendra donc, en vertu de (135), (137) et (141), 


CE) i |: ry Alge | 
44 D eH tl es SH, L) 
(144) See ee Lae 

es n \ ' 

—2 ” À 

— — > os 27 nf A, + A7). 

26); EE: 

HA 


Les formules (142) à (144), jointes à (131), (932% et (133), ainsi 
qu'aux conditions (139) et (140), vont nous permettre d’effectuer la 
vérification annoncée. Tout d’abord, pour |¢| assez petit, (140) peut 
s’écrire 
> (145) «AL 2A,) loge] <o; 


et siz tend vers zéro en satisfaisant à cette condition, les sommes des 
séries figurant dans (142), (143) et (144) tendront aussi vers zéro: le 
premier membre de (143) tendra done vers la méme limite que 


— (2A, © + 2A 36»), 


c’est-à-dire vers A,7; donc, d’après (144), si tend vers zéro ou satis- 
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SU »~ : I 2 . f 
fait à (145), & tendra vers &, — — A? — > et l’on en déduira 
4 
P= ha+he+1—ha=—1— joa,=GA?. 
Supposons A, 0; on pourra prendre s = 2A,; et avec les notations 
du n° 11 pours et loge, (145) s’écrira 


cosy =" Cos(y +0) <o; 


nous retrouvons donc la condition (25) avec © — 1; et, par suite, la 
région du plan (T) où convergent les développements précédents 
coincide avec l’un des secteurs S, du n° 51, soit, parexemple, S,. Mais 
la formule (142) montre aussitôt l'allure de À dans ce secteur; en 
elfet, puisque (145) est vérifiée, les quotients "= : RME (où les 
signes sont pris de toutes les manières possibles) tendent vers zéro 
avec |¢|. Done, sur toute direction OA, intérieure à S, (au sens strict), 
on peut écrire 

Ree AE D PRE 

sinT(A,+ A,T) 

d’où | 


z, et e, étant infiniment petits avec |2|, et le double signe étant choisi 
de telle sorte que ¢* tende vers zéro sur le chemin considéré; on voit 
aussitôt que À est bien de l’ordre de 2”, w étant associé à OA comme il 
a été expliqué au n° 47. On obtient donc déjà une première vérifica- 
tion; allons plus loin. D'après (139), la formule (142) est encore appli- 
cable pour A[(1 + A,) loge] <0, c’est-à-dire lorsque T appartient au 
secteur A, OA, du n° 11, que l’on construirait en prenant © = 2; or, 
avec la notation du n° 51, ce secteur coïncide avec l’ensemble des deux 
secteurs (de deuxième espèce) S_, et S,. Sur la frontière OA, de S, 
et S,, À sera de l’ordre de ¢, sa partie principale étant 

| 2c0s 27 (A, + Ast); 

Sa Pris) 7 
sur les-autres rayons de $,, À sera de l’ordre de — 4g?cos*n(A,+A,7), 
c’est-à-dire de l’ordre de /2*’, le signe étant facile à déterminer, et 
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nous vérifions ainsi les résultats des n° 47 et suivants. Et ce n’est pas 


tout; dans les autres secteurs S,(|2|> 1), (142) n’est plus applicable; 
mais, en vertu de la double périodicité de A, il sera aisé de calculer 


l'intégrale dans les secteurs S,,-1, San Ct Sons, On a, en effet, 
A=o[2A;:6,+ 2(Ag— 72) o2, €], ; 


donc, sans changer A, on pourra associer à toute direction OA der [et 
même du demi-plan #(T) <o] un nombre entier réel z tel que l’on 
ait sur OA | ; FC 
R|[1+2(A:—n)]logt| <o 

pour [#| assez petit ('); et la théorie précédente sera encore applicable 
après substitution de A, — n à Ay, c’est-à-dire de s,=5 — 2n à s,=s. 

Nous laisserons le lecteur compléter cette vérification en discutant 
les variations de « et À à l’intérieur de ces différents secteurs; pour 
terminer, nous ajouterons une remarque relative aux cas de s =o et 
de s— 1. Pour s =o, l'intégrale doit être représentée par des caracté- 
ristiques exceptionnelles de la première espèce ct de la deuxième 
sorte; il doit done y avoir une infinité d’intégrales holomorphes 
pour 4 = o et prenant en ce point une valeurarbitraire, A,( 0); c’est 
bien ce qui a lieu, puisqu'on a alors A, = 0, d’où 

A= 9(2A;e), €) et .A,=¢[2A;o,(0), 0] =sin-7Ay. 

De méme, pour s =1, on a s=oet l’on doit retrouver des caractéris- 


tiques exceptionnelles de la deuxième espèce et de la deuxième sorte : 
effectivement, on trouve alors 


A=o(2A ar SALE (€2— @;) (es — ei) 
À DATE ENS A P(2A:61) — €; 


d’où 
1—,2 A0, t) A | 
7 9(2 Ayo, 4) — 0? 


de sorte que, ¢ tendant vers zéro, À tend vers cos?zA,. 


58. Pour terminer, je dirai quelques mots d’un Mémoire publié par 
RE RE RS PR ge PR LE Ur à 


(1) On montrerait aisément que OA appartient à Sen-1, Son OÙ Sont. 
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M. Richard Fuchs dans les Mathematische Annalen (‘); ce Mémoire, 
auquel j’ai déjà fait allusion dans l’Introduction, a pour objet ta repré- 
sentation de l’intégrale générale de (VI) dans le voisinage de l’ori- 
gine; mais, comme je vais le montrer, ses résultats sont, tous, com- 
plétement inexistants. 

Tout d’abord, M. Richard Fuchs prétend que, A(¢) désignant l’inté- 
grale générale de (VI), À et tA’ tendent vers zéro avec t (?). Or, com- 
ment bien il ce résultat qui, s’il était exact, aurait une portée 
considérable, et qui, au surplus, serait incompatible avec ceux de 
notre première Partie ? De la façon suivante : il commence par supposer 
que l'équation (VI) admet des intégrales A(t) qui tendent vers zéro 
avec £ (ainsi que 2A’); partant de la, il s’efforce de prouver qu’il existe 
une infinité d’intégrales jouissant de cette propriété; et comme, 
d’autre part, ces intégrales ont été obtenues en partant de deux con- 
stantes arbitraires (*), il en conclut qu’elles coincident avec l’inté- 
grale générale. 

Énoncer ce « raisonnement » suffit à le juger. 

Mais, si les résultats du géomètre allemand ne sont susceptibles 
d’aucune portée générale, du moins pourrait-on supposer qu'il a 
obtenu une représentation de certaines intégrales valable sous cer- 
taines conditions. Or, nous allons voir qu’il n’a même pas donné une 

_solution correcte du problème ainsi restreint. 

L'idée directrice de l’auteur consiste à représenter l'intégrale par 
une série procédant suivant les puissances de ¢ et de £ = ae? (où « 
et sont deux constantes arbitraires ); ainsi donc, d’après lui, le déve- 
loppement de À sera de la forme 


(146) A= t),+ he ane tte CREER 


(1) Voir la note de la page ay nod: 

(2) Observons. d’ailleurs que l’auteur ne se préoccupe nullement de définir la loi sui- 
vant laquelle il faut tendre ¢ vers zéro; pratiquement, il opère comme si ¢ suivait un 
chemin rectiligne. 2 

(3) En fait, M. Richard Fuchs n’a jamais démontré que ces constantes (les constantes 2 
et + dont il sera question ci-dessous) figurent d’une façon distincte dans les intégrales en 
question; si l'on généralisait sans précaution le procédé de l'auteur, on serait exposé à 
. de graves erreurs. Ainsi, on pourrait dire que toute équation algébrique f(x) = o possède 
une infinité de racines dépendant d’une constante arbitraire : par exemple, la valeur 
initiale que l'on prend pour résoudre l'équation par la méthode de Newton. 
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- FA re tat! 
= tentiss 0) MAT One Aor An,o + Bae px aia Bnin+1£ ÿ 


Et, dès lors, nous voici en présence d’un double problème ; d’une 
part, il s’agit de calculer les « et les 6; d’autre part, il faut démontrer 
la convergence de la série (146). | 

Le premier problème, M. R. Fuchs le résout par la méthode des 
coefficients indéterminés; après de longs calculs, il montre que le 
développement (146) satisfait aux relations (") 


vl Da al 
(147) Yay f (y P + Qa+ f P dt | (PP +Q)dt+..., 
“0 re vo 


Cv 
a hae A 


PS Ge cet (eg tas 
(148) À = + sf Mé dt, 
0 


x x y : 
où P, Q, M sont des fonctions de A, #\ et ¢, holomorphes par rapport 
à ces variables sous certaines conditions ; de plus, M est une fonction 


linéaire de Z= = 


Supposons donc qu'on ait obtenu les x et les 8 en écrivant que (146) 
vérifie identiquement (147) et (148); pour que la solution précédente 
ne soit pas purement formelle, il faudra démontrer la convergence de 


la série double (146). Or, pour faire cette démonstration, l’auteur se 
place d’abord dans le cas où | 


(149) 0<AR(y)<1, 


et il emploie la méthode des majorantes. Mais au lieu de former les 


nn 


(1) La méthode par laquelle M. Richard Fuchs obtient ces relations soulève quelques 
critiques. Il commence par substituer à ( VI) un système f = 0 = # dont toutes les solu- 


tions (sauf À = const.) appartiennent à (VI); et ce système, il le remplace ensuite 
4 = >i 7 + (* F “J : 

par le suivant : g =o =, avec 2h = f'— Pf+ AAD —1)g; il est clair que toutes 

les solutions de ce dernier système vérifieront le système f’— Pf = 0 = g. Or, que fait 

M. R. Fuchs : il se contente d'écrire que la solution de g= 0 = h vérifie f =o à l'origine 

Mais si sa conclusion est exacte, c'est seulement parce que ¢P tend vers zéro avec t, 


comme une puissance de ¢, en vertu des conditions. imposées à ses intégrales ; et celte 
circonstance aurait dû être mise en évidence. 


x 
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majorantes de (147) et (148), &l majore (148) et sa dérivée par rapport 
te 


+ x ‘ { 
(150) eS th + y — 1) + xf ME dt. 
ae 


Or Z [qui avec À constitue la seconde fonction inconnue du système 
différentiel (*) f= 0 = gsubstitué à (VD) |, Z figure dans (148) et(150), 
et il faudrait diriger les calculs de facon à lui trouver une série 
majorante. Mais l’auteur passe ce point sous silence; peut-être lui 
suffit-il d’ailleurs d’avoir obtenu antérieurement un nombre positif 
auquel |Z| reste inférieur; et, sans se préoccuper davantage de Z, il 
demande à la théorie des fonctions implicites de lui fournir deux 
majorantes pour les fonctions À et A’ déduites de (148) et (150). Or, il 
saute aux yeux que le procédé précédent ne peut, en aucune façon, 
fournir la suite infinie des nombres positifs qui doivent majorer les « 
et les B; les majorantes de M. Richard Fuchs n'ont donc aucun rapport 
avec celles du problème. Sa tentative de démonstration appellerait 
d’ailleurs bien d’autres critiques; mais ce qui précède suffit à prouver 
qu'elle n’établit aucunement la convergence du développement en 
série double, déduit de (147) et (148). 

Continuons l’examen du Mémoire de l’auteur allemand. Après avoir 
étudié les cas y =o et 1, il cherche à étendre sa démonstration aux 
autres cas où (149) n’est plus vérifiée; et, pour cela, il remplace 
l'équation (VI) par la suivante 


= VAE u 
(151) te 


X faroserdsi-(asr)s 
MO Ier lun 


<i ee 
Je VA = 1) (A= 8) 


où l’on a posé 


(1) Voir la note précédente. 
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et il cherche à développer la solution de (151) suivant les puissances 
croissantes de 


DR RE ee es re . ' 
K=vVa+b+c+d+i, Bais Ki=(/e +3 


Or, voici comme il prouve la légitimité de ce développement. Les 
termes de la série 5 46) sont des polynomes par rapport à Ky, ..., K;, 
soient A, = P,(&; Ki, Ke, K,, K,); d’autre part, cette série est absolu- 
ment convergente; on -peut donc l’ordonner suivant les puissances 
des K;. 

Mais ce qu'il aurait fallu démontrer, pour aie une telle conclu- 
sion, c’était non pas la convergence de la série 


+ 0 


De PGs Baa Bees 0) 


n=0 


(la seule que l’auteur ait re mais celle de la série 


+æ 


Dy] PGI [Be bs PKs | PKs 1) | 


n=0 


Il se peut d’ailleurs que le développement de l’intégrale, suivant les 
puissances des K;, conduise à des conclusions intéressantes, et l’on 
pourrait peut-être retrouver par cette voie (') quelques-uns des 
résultats de notre première ou de notre troisième Partie. Mais, en tous 
cas, ce développement ne peut être valable que pour |¢| assez petit. 
Or, après avoir fait de lui-même la remarque précédente, M. R. Fuchs 
l’oublie un peu, plus loin, quand il tente d'établir, au moyen de ces 
développements, des relations entre les constantes « et y de la 
-série (146), relative à ¢= 0, et les constantes analogues des séries 
relatives à 4 — 1 et æ (?). 

SE RES AR Ee ER A EN 0 D © 

(1) Bien entendu, il faudrait s'appuyer sur l’étude directe de l'équation (VIo) que nous 
avons faite au n° 57. : 

(?) M. Richard Fuchs avoue spontanément que, dans une Communication aux Gottingen 


Nachrichten, il avait commis une erreur en annonçant que le développement de 4(¢) par 
rapport aux K; converge el que soit t, et que les pôles de A(t) sont indépendants 


# 


Me 
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Dans le même ordre d’idées, toutes les conclusions que cet auteur 
énonce à la fin de son travail sur la distribution des racines (') des 
équations À = 0, 1, ¢ ou 2%, sont complètement dénuées de fondement. 

Je crois en avoir dit suffisamment pour faire apprécier la valeur du 
Mémoire de M. Richard Fuchs. | 


des K;; c’est sans doute la persistance de la première de ces deux erreurs qui a entrainé 
celle du texte. La place me fait défaut pour en montrer toute la répercussion dans la 
théorie des groupes de monodromie des équations linéaires. 

(1) D'après M. Richard Fuchs, ces racines s’obtiendraient en résolvant des équations 
modulaires. D'ailleurs, ce qu’il envisage sous la notation À, c’est l’ensemble de toutes 
les déterminations de l'intégrale obtenues en tournant de toutes les façons possibles 
autour des trois points singuliers transcendants. 


Sa 0 00 ae - 
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— 


SUR 


UNE ÉQUATION FONCTIONNELLE 


SE PRÉSENTANT DANS 


LA THÉORIE DE LA DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ 


AVEC LA LOI DE NEUMANN; 


Par M. Émize PICARD. 


l. Vai étudié dans mon cours en 1908 le problème de la distri: 
bution de l’électricité, en envisageant une loi d'attraction relative à 
un potentiel plus général que le potentiel newtonien, je yeux parler 
du potentiel (envisagé d’abord par Neumann) de la forme 


er 


(1) (0 )| 


La loi des attractions électriques correspond alors à la fonction de la 


distance 
d fer ' 1 
— — | = au lieu de —: 
CLOS : ke 


J'ai montré (:) que le problème général de la distribution élec- 
trique avec le potentiel (1) se ramène à une équation intégrale de 
Fredholm. Le problème est d’ailleurs différent du cas classique, ear rl 
y à ici à trouver une couche superficielle à la surface du conducteur et une 


(1) E: PicanD, Sur la distribution de l'électricité avec la loi de Newnann ét sur le 
pouvoir refroidissant Le un courant fluide anaes de l'École Normale supérieure, 


3° série, t. XXV, 1908). 
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distribution à l’éntérieur du conducteur, l’électricité, pour k + 0, ne se 
portant pas uniquement à la surface. Dans le Mémoire cité, j ’ai seule- 
ment énoncé certains résultats concernant une équation fonctionnelle 
qui se présentait dans mon analyse, résultats que j'avais démontrés 
dans mon cours. Je vais ici indiquer ces démonstrations. Posons 


et désignons pars un point quelconque de la surface du conducteur. 
L’équation fonctionnelle en question est l’équation intégrale du type 
de Fredholm : 


(2) pe ff fr) 008.00 de= Un, 


ot} désigne l’angle que fait avec la normale intérieure en s la droite 
joignant le point s à l’élément do, et U, une fonction donnée sur la 
surface. Il s'agit de démontrer que les valeurs singulières de À, c’est- 
à-dire les AS de À, pour lesquelles l’équation sans second 
membre 


(3) ne & ff rr c0s4. Ps ds — 0 - 


admet une solution 9 non identiquement nulle, sont réelles et ont une 
valeur absolue supérieure à l'unité. 


2, Rappelons d’abord quelques Pet du potentiel de simple 


couche 
er 
= fes 7 do 


[r étant la distance du point (a, y, 3) à l'élément dat 
Ce potentiel satisfait à 1’ équation AV = £*V; en outre il est continu 


pour le passage à travers la surface, mais il n’en i pas de méme pour 


la dérivée normale. En désignant par > a et = D les dérivées limites 


pour l’intérieur et l'extérieur de la Rene Pont étant prise vers 
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l’intérieur), on a en un points de la surface 


avin av. , 
dn dn Ts 


° dV' 
dn = =f [£07 cosy. Po do. 


On peut d’ailleurs écrire V’= V, à cause de la continuité pour le 
passage par la surface. | 

Si done p satisfait à l’équation (3) pour une certaine valeur A, de À, 
sans être identiquement nul, on aura 


ay’ av ‘AY! dV 
(4) Gn aa = +) 


Démontrons tout d’abord que À, ne peut être complexe. Soit en effet 
Ag =%+78, on aura p=p,+ 700, d’où deux potentiels V, et V, cor- 
respondant à ¢, et p,. On écrira les deux équations résultant de (4) en 
posant V=V,+7V,. Multipliant ces équations par V, et V,, les 
retranchant et intégrant après multiplication par do, on obtient la 
relation 


dV, . dV, 
(5) 6| IAE CETTE ae 
a . if) / 
+ [Ni Gia > Vv" a de | = 
à dn 


La quantité entre crochets est donc nulle, puisque est supposé diffe- 
rent de zéro. | 

De même, en multipliant les mêmes équations par V, et Vz, les ajou- 
tant et intégrant après multiplication par ds, on obtient la relation 


se MP ral 
D le ltl 
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Comme = n’est pas égal à — 1, on déduit de (5) et de (6) 


[fv Odo f (Vi G2 deo, 


dn 


[[igies| [ [Vi Geese. oh 
à 2 dn 


Mais pour une fonction U satisfaisant à AU = 4°U, la formule de 
Green donne de suite 


sted FILE) + on Run (32) + ru | dx dy dz + fif Eds. 


On en conclut que dans la première des équations (E) les deux 
termes sont négatifs, tandis qu’ils sont positifs dans la seconde. Les 
. quatre intégrales figurant dans les équations (E) sont done nulles sépa- 
rément. Il en résulte, au moyen de l’équation (7), que les potentiels V, 
et V, sont identiquement nuls dans tout l’espace et par suite que la 
densité ¢ est nulle, ce qui est contraire au fait que A, est une valeur 
singulière. Tous les À singuliers sont donc réels. 


(E) 


3. Montrons maintenant que, A, étant une valeur singulière, ona 
pe Grec | ho | == iy 
l'égalité étant exclue. 

A cet effet, revenons à l'équation (4), dont nous multiplierons les 
deux membres par V (ou son égal V’), et intégrons après multiplication 


par de; ona 
4 ! 
LH yo — f VD do 
dn ‘ 
oie Heal 


Or nous avons vu qu’on avait l'inégalité 


dy 
ACTES 
“7 AV! 
[pf An 1 > % 


landis que 
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et il résulte aussi de la formule de Green, qu'aucune de ces intégrales 
n'est nulle. Donc la valeur absolue de i, est supérieure à l'unité, et 
À = 1 n'est pas une valeur singulière. 


4. Pour le problème concernant la distribution électrique, l’équa- 
tion fonctionnelle intéressante est l'équation (2) pour À =r, c’est- 
à-dire l'équation 


(8) pa = [ f f(r) c0sÿ.pe da =. 


La recherche de 9 se fait ici très facilement. Il suffit de développer, 
dans l’équation (2), 9 suivant les puissances de À; les coefficients se 
calculent de proche en proche. On est assuré, d’après le théorème 
ci-dessus, que la série ainsi obtenue converge pour À = 1, et la réso- 
lution de l’équation (8) est effectuée. 

De ce qui précède, il résulte que le problème de la distribution de 
l'électricité est, au point de vue analytique, plus facile pour le potentiel 
(ES 0) que pour le potentiel newtonien — Il en est de même 
d’ailleurs de tous les problèmes aux limites concernant l’équation 


(9) AV=EÆN (k?40); 


ils sont beaucoup plus simples que les problèmes analogues relatifs à 
l'équation de Laplace 


AV == 0; 
Ainsi, pour l’équation (9), on peut se donner arbitrairement les 
valeurs de == sur la surface, tandis qu'il y a une condition bien 
connue pour l’équation de Laplace. 


5. Indiquons, en terminant, la maniére dont on peut traiter le 
probléme classique de la distribution électrique.suivant la loi de 
Coulomb (A =o), qui fera ressortir la différence avec le cas étudié 
ci-dessus. On sait que la distribution est ici superficielle, et que la 
densité p satisfait à l'équation de Robin 


I cosy 
LEZ — Co. 
Ps oT Pc 7? 
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Revenons aux équations (2) et (3), en y faisant 4 = 0, c’est-à-dire 


On établit que, dans ce cas, l'équation (2) admet la valeur singu- 
lière À — 1, que nous n'avions pas pour # = o. De plus, À = rest un 
pole simple de la solution , de cette équation. 

Écrivons l'équation (2), correspondant au cas actuel 


À cos 
ag | fee Sarde = Ue 


et développons p, suivant les puissances de A. Nous aurons 


(10) | pe = 9 + pi A+. Sp anaes 


ona p! =U, et les se déterminent par la récurrence 


[ cos 
11) phen as fes se 
2T Fu 


Le développement (10) est valable pour |A| <1. La valeur A=r 
est un pôle simple de la fonction analytique définie par ce développe- 
ment. Soit 


la partie devenant infinie pour À — 1. On a 


Ce f [Cotas =>. 
27 2 Pi 


Nous pouvons done écrire 


~ 
4 


ps + Apt... AM pl) +. == —~. + oy t+ +... 


I—A 
et la série entiére dans le second membre 
Lo + MA +... 


à un rayon de convergence supérieur à l'unité. 


SUR UNE ÉQUATION FONCTIONNELLE. 361 


Or cette série peut s’écrire 
of +A(p— CS) +... +A" (0 — CS) +.... 


Puisqu’elle converge pour À =1, ona 


Ca== 11M... 
n=e 

Ainsi les itérations (11), en partant d’un U, arbitraire, conduisent 
à C,, c’est-à-dire à la solution de l’équation de Robin, et par suite à la 
solution du problème de la distribution électrique. Cette solution 
n’est déterminée qu’à un facteur constant près; on achève de la 
déterminer en écrivant que la masse électrique sur le conducteur 
a une valeur donnée. 
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